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摘要:
 

在Lorenz规范条件下,研究了(1+1)维 Maxwell-Chern-Simons-Higgs波动系统.利用Sobolev嵌入不

等式和压缩映射不动点定理证明了(1+1)维 Maxwell-Chern-Simons-Higgs系统的Cauchy问题在 H2×H1

空间上具有局部适定性.
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Abstract:
 

Under
 

the
 

Lorenz
 

gauge
 

condition,
 

the
 

(1+1)-dimensional
 

Maxwell-Chern-Simons-Higgs
 

wave
 

system
 

was
 

studied.And
 

the
 

local
 

well-posedness
 

of
 

the
 

Cauchy
 

problem
 

of
 

the
 

(1+1)-dimensional
 

Maxwell-
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H2×H1
 

space
 

was
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embedding
 

inequality
 

and
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fixed
 

point
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0 引言

1990年,Lee等[1]研究了同时具有 Maxwell项和Chern-Simons项的(2+1)维 Maxwell-Chern-

Simons-Higgs(MCSH)自对偶模型,该模型的拉格朗日函数为:

L= -
1
4FμνFμν +

κ
4ε

μνρFμνAρ +DμϕDμϕ+
1
2∂μN∂μN-

1
2
(eϕ 2+κN-ev2)2-e2N2 ϕ 2.(1)

其中:gμν=diag(1,-1,-1)是R3上的(2+1)维闵可夫斯基度量;ϕ是复函数;N 是实函数;A=(A0,

A1,A2)是实规范场,满足Fμν=∂μAν-∂νAμ,
 

Dμ =∂μ -ieAμ;e是电子的电荷;κ是Chern-Simons常

数(κ>0).在该系统中,用希腊符号表示0,1,2,用拉丁符号表示1,2.对系统(1)进行变分可分别得到

(A,ϕ,N)对应的欧拉 拉格朗日方程,为:
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∂λFλρ +
κ
2ε

μνρFμν +2eIm(ϕDρϕ)=0,

DμDμϕ+Uϕ(ϕ 2,N)=0,

∂μ∂μN +UN =0,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

其中:U(ϕ 2,N)=
1
2
(eϕ 2+κN-ev2)2+e2N2 ϕ 2.2002年,Chae等[2]在洛伦兹规范条件下证

明了(1+2)维MCSH系统在H2×H1空间上存在整体适定解.2021年和2019年,Jin等[3]和Huh等[4]

通过降维方法研究了(1+1)维 Maxwell-Chern-Simons-O(3)-sigma系统解的整体适定性.基于上述

研究,本文将(1+2)维MCSH系统降维到了(1+1)维MCSH系统,并研究了该系统解的局部适定性.

1 系统性质分析

假设系统(1)与变量x2 无关,并将变量A2 重新定义为B,由此得到的(1+1)维MCSH模型的拉

格朗日函数为:

 L=
1
2 F01

2+ ∂0B 2- ∂1B 2  -κF01B+ D0ϕ 2- D1ϕ 2-e2B2 ϕ 2+

  12 ∂0N 2- ∂1N 2  -
1
2
(eϕ 2+κN -ev2)2-e2N2 ϕ 2.

其中:gμν =
 

diag(1,-1).同理,对(1+1)维 MCSH系统进行变分可分别得到(ϕ,N,A,B)对应的欧

拉 拉格朗日方程:

 

DμDμϕ+V􀭵ϕ
(ϕ 2,N,B)=0,

∂μ∂μN =-VN(ϕ 2,N,B),

∂1∂0A1-∂1∂1A0=-κ∂1B-2eIm(ϕD0ϕ),

∂0∂0A1-∂0∂1A0=-κ∂0B-2eIm(ϕD1ϕ),

∂0∂0B-∂1∂1B=κF01-VB(ϕ 2,N,B).

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(2)

其中:V(ϕ 2,N,B)=e2B2 ϕ 2+U(ϕ 2,N)=
1
2
(eϕ 2+κN-ev2)2+(N2+B2)e2 ϕ 2,

 

V􀭵ϕ
、

VN、VB 分别是V(ϕ 2,V)对应于􀭵ϕ、N、B 的导数:

 V􀭵ϕ
(ϕ 2,N,B)=(eϕ 2+κN -ev2)eϕ+(N2+B2)e2ϕ,

 VN(ϕ 2,N,B)=κ(eϕ 2+κN -ev2)+2e2N ϕ 2,

 VB(ϕ 2,N,B)=2e2B ϕ 2.

为了方便对共变导数进行运算,本文首先作以下说明:DμDνϕ =DνDμϕ -ieFμνϕ,
 

∂μ(ϕ􀭵ψ)=
 

􀭵ψDμϕ+ϕDμψ,
 

Dμ(ψϕ)=∂μψϕ+ψDμϕ.因此,参考文献[2]对系统(2)进行计算可得系统(2)在如下变

换下具有规范不变性:

 ϕ→ϕei
χ,

 

Aμ →Aμ +∂μχ,
 

B →B,
 

N →N.
其中χ:R1+1→R是一个光滑函数.由上式可知,系统(2)的解可由规范等价对(ϕ,N,Aμ,B)组成.对系

统(2)进行积分运算可得系统(2)的守恒能量为:

 E(t)=
1
2∫R

F01
2+ ∂μB

2+2Dμϕ
2+ ∂μN

2+2V(ϕ 2,N,B)dx=E(0).

由上式可以看出,(ϕ,N,Aμ,B)有两种自然渐进条件可使能量有限,分别为:

 
非拓扑边界情况:当x → ∞ 时,(ϕ,N,Aμ,B)→ (0,

ev2

κ
,0,0);

拓扑边界情况:当x → ∞ 时,(ϕ 2,N,Aμ,B)→ (v
2,0,0,0).

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (3)

243
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对于式(3)的非拓扑边界情况,本文用􀮃N 来代替系统(2)中的N -
ev2

κ
,并将􀮃N 再次记作N.由此

得当 x → ∞ 时,有(ϕ,N,Aμ,B)→ (0,0,0,0),由此可得:

 U(ϕ 2,N)=
1
2
(eϕ 2+κN)2+e2(N +

ev2

κ
)2 ϕ 2,

 V(ϕ 2,N,B)=
1
2
(eϕ 2+κN)2+B2e2 ϕ 2+(N +

ev2

κ
)2e2 ϕ 2.

对于式(3)的拓扑边界情况,本文用 􀭹ϕ 2来代替系统(2)中的 ϕ 2-v2,并将 􀭹ϕ 2也记作 ϕ 2.由
于该情况解的存在性的证明方法与非拓扑边界情况解的存在性的证明方法相同,所以其证明在此省略.

在洛伦兹规范条件∂0A0-∂1A1=0下,(1+1)维 MCSH系统的柯西问题可改写为:

 

□ϕ=2ieAμ∂μϕ+e2AμAμϕ-V􀭵ϕ
(ϕ 2,N,B),

□N =-VN(ϕ 2,N,B),

□A0=-κ∂1B-2eIm(ϕD0ϕ),

□A1=-κ∂0B-2eIm(ϕD1ϕ),

□B=κF01-VB(ϕ 2,N,B).

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(4)

其中:V(ϕ 2,N,B)=
1
2
(eϕ 2+κN)2+e2B2 ϕ 2+(N +

ev2

κ
)2e2 ϕ 2.

本文设系统(4)的初值为ϕ(0,·)=
 

φ0,∂t(0,·)=
 

φ1,Aμ(0,·)=
 

a0μ,∂tAμ(0,·)=
 

a1μ,B(0,·)=
 

b0,∂tB(0,·)=
 

b1,N(0,·)=n0,
 

∂tN(0,·)=n1.且上述初值满足约束方程:

 
∂0a10-∂1a01=0,

∂1∂1a00-∂1a11-κ∂1b0-2eIm(φ0
􀭵φ1+iea00 φ0

2)=0. (5)

2 结果及其证明

定理1 假设系统(4)的初值φ0∈H2,
 

φ1∈H1,
 

a0μ∈H2,
 

a1μ∈H1,
 

b0∈H2,
 

b1∈H1,
 

n0∈H2,
 

n1∈H1,且上述初值满足约束方程(5),则 MCSH系统(4)存在唯一的局部时间解,且满足:

 ϕ∈C([0,T],H2(R))∩C1([0,T],H1(R)),

 Aμ∈C([0,T],H2(R))∩C1([0,T],H1(R)),

 B∈C([0,T],H2(R))∩C1([0,T],H1(R)),

 N∈C([0,T],H2(R))∩C1([0,T],H1(R)).
为证明定理1,首先作以下说明并给出引理2.记u=(A,ϕ,B,N),其中A =(A0,A1);记 Hs ×

Hs-1 空间的范数为 u(t)Hs×Hs-1= u(t)Hs + ∂0u(t)Hs-1;令u0=u(·,0)和u1=∂tu(·,0).由上

述得到 u0 H2×H1 = u0 H2 + u1 H1.
引理2[5] 令(u0,u1)∈Hs×Hs-1,

 

h∈L1([0,T],Hs-1),则线性波动方程 □u=h(x,t),
 

u(x,

0)=u0(x),
 

∂tu(x,0)=u1(x)存在唯一解,且其满足u∈C([0,T];Hs)∩C([0,T];Hs-1).即对于

0≤t≤T,有如下能量不等式成立:

 u(·,t)Hs + ∂tu(·,t)Hs-1 ≤C(1+t) u0 Hs + u1 Hs-1 +
 

∫
t

0
h(·,s)Hs-1ds  .

定理1的证明 首先对于任意的T >0,令XT =C([0,T);H2(R))∩C1([0,T);H1(R)),且定

义XT 空间 上 的 范 数 为 f XT =
 

sup
0≤t≤T

f(t)H2×H1.假 设 存 在 常 数 T 和 Δ0,使 得 在 闭 球 B =

{(u,∂0u)∈C([0,T];H2×H1):u XT ≤Δ0}上可构造一个映射 F:XT →XT,同时该映射满足

(A(n+1),ϕ
(n+1),B(n+1),N(n+1))=

 

F(A(n),ϕ
(n),B(n),N(n))和(1+1)维 MCSH系统(4):

343



延边大学学报(自然科学版) 第49卷  

 

□ϕ
(n+1)=2ieA(n)

0 ∂0ϕ
(n)-2ieA(n)

1 ∂1ϕ
(n)+e2(A(n)

0 )2ϕ
(n)-e2(A(n)

1 )2ϕ
(n)-

  V􀭵ϕ
(n)(ϕ

(n) 2,N(n),B(n)),

□N(n+1)=-VN(n)
(ϕ

(n) 2,N(n),B(n)),

□A(n+1)
0 =-κ∂1B

(n)-2eIm(ϕ
(n)D0ϕ

(n)),

□A(n+1)
1 =-κ∂0B

(n)-2eIm(ϕ
(n)D1ϕ

(n)),

□B(n+1)=κ∂0A
(n)
1 -κ∂1A

(n)
0 -VB(n)

(ϕ
(n) 2,N(n),B(n)).

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(6)

令 u(n+1)
0 H2×H1 =d,再对式(6)应用引理2可得:

 ϕ
(n+1)

H2×H1 ≲C(1+t)d+
 

∫
t

0
A(n)∂ϕ

(n)
H1 + (A(n))2ϕ

(n)
H1 + V􀭵ϕ

(n) H1ds  ,
 N(n+1)

H2×H1 ≲C(1+t)d+
 

∫
t

0
VN(n) H1ds  ,

 A(n+1)
H2×H1 ≲C(1+t)d+

 

∫
t

0
∂B(n)

H1 + Im(ϕ
(n)Dϕ

(n))
H1ds  ,

 ϕ
(n+1)

H2×H1 ≲C(1+t)d+
 

∫
t

0
∂A(n)

H1 + VB(n) H1ds  .

其中:∂表示∂0或∂1,D 表示D0或D1,常数C取值依赖于e.为了控制 u(n+1)
H2×H1

,本文应用Sobolev
嵌入不等式 H1(R) L∞(R)对上式积分项进行估计,其中对最高阶项的估计结果为:

 A(n)∂ϕ
(n)

H1 ≤ A(n)∂ϕ
(n)

L2 + ∂1A
(n)∂ϕ

(n)
L2 + A(n)∂1∂ϕ

(n)
L2 ≲

  A(n)
H1 ∂ϕ

(n)
L2 + ∂1A

(n)
H1 ∂ϕ

(n)
L2 + A(n)

H1 ∂1∂ϕ
(n)

L2 ≲ u(n)
H2×H1.

同理可得:

 Im(ϕ
(n)Dϕ

(n))
H1 ≲ ϕ

(n)Dϕ
(n)

L2 + ∂1ϕ
(n)Dϕ

(n)
L2 + ϕ

(n)∂1Dϕ
(n)

L2 ≲

  ϕ
(n)∂(n)ϕ L2 + ϕ

(n) 2A(n)
L2 + ∂1ϕ

(n)∂(n)ϕ L2 + ∂1ϕ
(n)ϕ

(n)A(n)
L2 +

  ϕ
(n)∂1∂ϕ

(n)
L2 + ϕ

(n) 2∂1A
(n)

L2 + ϕ
(n)∂1ϕ

(n)A(n)
L2 ≲

  ϕ
(n)

H1 ∂
(n)ϕ L2 + ϕ

(n) 2
H1 A(n)

L2 + ∂1ϕ
(n)

H1 ∂
(n)ϕ L2 +

  ϕ
(n)

H1 A(n)
H1 ∂1ϕ

(n)
L2 + ϕ

(n)
H1 ∂1∂ϕ

(n)
L2 + ϕ

(n) 2
H1 ∂1A

(n)
L2 +

  ϕ
(n)

H1 A(n)
H1 ∂1ϕ

(n)
L2 ≲ u(n)

H2×H1.
对其他项应用同样的估计方法并合并最终可得:

 u(n+1)(t)H2×H1 ≤C(1+t)d+
 

∫
t

0
u(n)(s)H2×H1ds  . (7)

利用 u(n)
XT ≤Δ0 对上式进行估计得 u(n+1)(t)H2×H1 ≤C(1+t)(d+Δ0t),其中0≤t≤T.令d=

T
1+TΔ0

,
 

T<
1+C
C -1,由此可得 u(n+1)

XT ≤Δ0.又由式(7)可知当0≤t≤T 时,映射F:B→

B 满足下式:

 (F(u(n))-F(v(n)))(t)H2×H1 ≤C(1+t)∫
t

0
(u(n)-v(n))(s)H2×H1ds  .

其中:0≤t≤T.令T 足够小且可使C(1+T)T ≤
1
2
,于是由上式可得:

 F(u(n))-F(v(n))
XT ≤

1
2 u(n)-v(n)

XT .

由上式可知F
 

为 B→B上的压缩映射.由此再通过不动点定理即可得系统(4)存在唯一的解u∈C([0,

T];H2(R))∩C1([0,T];H1(R)).
(下转第371页)
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下证解的稳定性.假设u 和v 分别为 MCSH 系统(4)对应于初值u0 和v0 的解,若 u0 H2×H1
,

v0 H2×H1 ≤d,则由式(7)可得:

 F(u)-F(v)XT = u-v XT ≤C(1+t) u0-v0 H2×H1 +T u-v XT
  .

同样,令T 足够小且可使C(1+T)T ≤
1
2
,由此可得 u-v XT ≤C u0-v0 XT

.

最后证明(1+1)维MCSH系统的解满足约束方程(5).令X:∂0A0-∂1A1,
 

Y:∂1∂1A0-∂1∂0A1-

κ∂1B-2eIm(ϕD0ϕ),则由此再利用式(4)可分别得:

 ∂tX =∂0∂0A0-∂0∂1A1=∂1∂1A0-κ∂1B-2eIm(ϕD0ϕ)-∂1∂0A1=Y,

 ΔX =∂0∂1∂1A0-∂1∂1∂1A1=∂0∂1∂1A0-∂1[∂0∂0A1+κ∂0B+2eIm(ϕD1ϕ)]=

  ∂t[∂1∂1A0-∂1∂0A1-κ∂1B]-2eIm(ϕD1D1ϕ)=

  ∂t[∂1∂1A0-∂1∂0A1-κ∂1B-2eIm(ϕD0ϕ)]=∂tY.
由上式可得 □X =0为齐次线性波动方程,因此X∈H2×H1 且唯一.再由文献[6]可知,对于任意的

u(t)∈H3×H2 始终有X∈H2×H1,因此有X =0,Y=0,即u(t)满足约束方程.定理1证毕.
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