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摘要:
 

为了探究随机不确定因素对化学振荡反应动力学行为的影响,建立了一个具有高阶扰动的Oregonator
模型,并通过构造合适的Lyapunov函数得到了系统存在遍历平稳分布的充分条件.数值模拟结果表明,小噪

声能够促进系统反应的持续进行(即有利于促进系统的平稳分布),而大噪声则不利于系统反应的持续进行.
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Abstract:
 

In
 

order
 

to
 

investigate
 

the
 

effect
 

of
 

random
 

uncertainties
 

on
 

the
 

dynamical
 

behavior
 

of
 

chemical
 

oscil-
lating

 

reaction,
 

an
 

Oregonator
 

model
 

with
 

higher-order
 

perturbation
 

was
 

established.And
 

by
 

constructing
 

a
 

suitable
 

Lyapunov
 

function,
 

the
 

sufficient
 

conditions
 

for
 

the
 

existence
 

of
 

ergodic
 

stationary
 

distribution
 

of
 

the
 

system
 

were
 

obtained.Numerical
 

simulations
 

were
 

used
 

to
 

show
 

that
 

small
 

noise
 

can
 

promote
 

the
 

continuous
 

process
 

of
 

the
 

reaction
 

(that
 

is,
 

it
 

was
 

conducive
 

to
 

promoting
 

the
 

stationary
 

distribution
 

of
 

the
 

system),
 

while
 

large
 

noise
 

was
 

not
 

conducive
 

to
 

the
 

continuous
 

process
 

of
 

the
 

reaction.
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0 引言

化学振荡反应是在开放体系中进行的一类远离平衡的反应.由于化学振荡现象广泛存在于化工生

产、食品检测和环境保护等多个领域,因此其受到学者们的广泛关注.1974年,Field等[1]基于FKN机

制[2]和质量作用定律[3],针对均匀溶液中的振荡化学反应提出了如下Oregonator模型:

 

dX
dt =k1AY-k2XY+k3,4AX -2k5X2,

dY
dt=-k1AY-k2XY+θk6Z,

dZ
dt=k3,4AX -k6Z.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
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对式(1)作代换(x=
 k2
k1A

X,
 

y=
 k2
k3,4A

Y,
 

z=
 k2k6
k1k3,4A2

,
 

τ=A k1k3,4t,
 

q=
 2k1k5
k2k3,4

,
 

a=
k3,4
k1
,

 

b=
 

k6
A k1k3,4

)后再用t代替τ可得:

 

dx
dt=a(y-xy+x-qx2),

dy
dt=

 1
a
(-y-xy+θz),

dz
dt=b(x-z).

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(2)

其中:a>0,b≥0,0<q<1,θ≥0.令模型(2)中的3个方程的右端都等于0,则求解该模型可得系

统存在2个平衡点,分别为O(0,0,0)和P(x*,y*,z*),其中2qx*=(1-θ-q)+[(1-θ-q)2+4q(1+

θ)]
1
2,

 

y*=
 θx*

1+x*
,

 

z*=
 

x*.1976年,Tyson[4]证明了平衡点O(0,0,0)是不稳定的,平衡点P(x*,y*,

z*)稳定的充要条件为α>0,γ>0,αβ-γ>0,其中α=b+ x* 1
a +

3
2qa  +a

2
(θ-1)+

1
a

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,
 

β=

[2qx*+x*(q-1)+θ]+b ay*+
1
a +2qa  x*+

1
a -a  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,
 

γ=bx* 2qx*+q+(θ-1)  .

由于化学反应与温度、压力、pH值等因素密切相关,因此用随机微分方程来建立化学反应模型可

更好地反映实际现象.2020年,Yang等[5]研究了一种具有线性扰动的Oregonator模型,证明了该系统存在

唯一正解,并在此基础上探讨了系统的动力学行为.文献[6-7]的作者研究表明,利用非线性扰动随机微

分方程可更好地分析系统的动力学行为.文献[8-11]的作者研究了具有高阶扰动的种群模型和传染病

模型.受上述文献启发,本文建立了如下一种具有高阶扰动(又称为非线性扰动)的Oregonator模型:

 

dX =(k1AY-k2XY+k3,4AX -2k5X2)dt+(β11+β12X)XdW1(t),

dY=(-k1AY-k2XY+θk6Z)dt+(β21+β22Y)YdW2(t),

dZ=(k3,4AX -k6Z)dt+(β31+β32Z)ZdW3(t),

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (3)

并研究了该系统平稳分布的存在唯一性.其中Wi(t)(i=1,2,3)表示标准一维独立布朗运动,β2ij(β2ij>
0,j=1,2)表示噪声强度.式(3)被称为高阶扰动系统的原因是dW1(t)、dW2(t)和dW3(t)的前3项

(X2、Y2 和Z2
 

)为高阶项.为了减少模型(3)中的参数个数,本文对系统(3)中的变量进行无量纲转化

后,再令σi1=
 βi1

A
1
2(k1k3,4)

1
4

(i=1,2,3),
 

σ12=
 β12k2

A
3
2k

5
4
1k

1
4
3,4

,
 

σ22=
 β22k2

A
3
2k

1
4
1k

5
4
3,4

,
 

σ32=
 β32k2k6

A
5
2k

5
4
1k

5
4
3,4

,
 

Bi(τ)=

A
1
2(k1k3,4)

1
4 Wi

τ

A(k1k3,4)
1
2  ,则由此系统(3)可转化为以下方程组(用t代替τ):

 

dx= a(y-xy+x-qx2)  dt+(σ11+σ12x)xdB1(t),

dy=
1
a
(-y-xy+θz)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dt+(σ21+σ22y)ydB2(t),

dz= b(x-z)  dt+(σ31+σ32z)zdB3(t).

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(4)

1 相关引理

引理1(Has􀆳minskii定理)[12] 假设存在一个具有正则边界Γ的有界开区域U⊂Rl(Rl 表示l维欧

几里得空间),且其具有以下性质:
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(A1)在区域U 及其一些邻域内,扩散矩阵A(x)的最小特征值是非零的.
(A2)当x∈Rl\U 时,从x 出发的路径到达集合U 的平均时间τ是有限的,且对于每个紧子集Q⊂

Rl 有sup
x∈Q

 
Exτ<∞,则由随机微分方程描述的Markov过程X(t)存在唯一的平稳分布μ(·).若f(·)是

关于测度μ可积的函数,则对所有的x∈Rl 有Px lim
T→ ∞

1
T∫

T

0
f(X(t))dt=

 

∫Rl
f(x)μ(dx)  =1成立,并

记R+=
 

0,∞  ,
 

Rd
+={(x1,…,xd)∈Rd:xi >0,1≤i≤d}.

2 解的平稳分布及其证明

首先证明系统(4)是否存在全局正解.为此,首先给出以下定理.
定理1 对任意的初始值(x(0),y(0),z(0))∈R3+,随机系统(4)始终存在唯一解(x(t),y(t),

z(t)),t≥0,且此解以概率1位于R3+ 空间内,即对所有的t≥0,有(x(t),y(t),z(t))∈R3+ a.s..
证明 由于定理1的证明与文献[5]中的定理2.1类似,故本文在此省略.

定理2 假设a>
σ2
11

2
,则系统(4)存在唯一的平稳分布,且具有遍历性.

证明 为了证明定理2,需首先验证引理1中的条件(A1)和(A2)成立.由系统(4)的漂移项可知,

其扩散矩阵为:

 A=

(σ11+σ12x)2x2 0 0

0 (σ21+σ22y)2y2 0

0 0 (σ31+σ32z)2z2  .

由于矩阵A 是正定的,因此显然可知条件(A1)成立.
下证条件(A2)成立.由文献[13]可知,要证条件(A2)成立,只需证明在R3+ 中存在一个关于x、y、

z的非负C2 函数V 和一个有界区域Dε 使得对任意的(x,y,z)∈R3+\Dε 有LV(x,y,z)≤
 

-1成立

即可.对-lnx、y 和z作用微分算子L 可得:

 L(-lnx)=-
a
x
(y-xy+x-qx2)+

1
2
(σ11+σ12x)2=- a-

σ2
11

2  +a -y
x +y+qx  +

  σ11σ12x+
σ2
12

2x2 ≤
 

- a-
σ2
11

2  +ay+qx  +σ11σ12x+
σ2
12

2x2, (5)

 L(y)=
 1
a
(-y-xy+θz), (6)

 L(z)=b(x-z). (7)

为了分析x 趋于零边界时的情况,本文构造了一个C2 函数V1:R3+∈R,其形式为V1=-lnx+a2y+

aθ
bz.于是由式(5)—(7)可得:

 LV1 ≤
 

- a-
σ2
11

2  + a(q+θ)+σ11σ12  x+
σ2
12

2x2. (8)

定义V2=-lny,
 

V3=-lnz.于是对V2 和V3 分别应用Itô公式进行计算可得:

 LV2=
 1
a x-θz

y  +1a +
σ2
21

2 +σ21σ22y+
σ2
22

2y2, (9)

 LV3=-bx
z +b+

σ2
31

2 +σ31σ32z+
σ2
32

2z2. (10)

为了分析x、y、z 趋于无穷边界时的情况,本文构造一个C2 函数V4:R3+→R,其形式为V4 =

213
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x+a2y+
aθ
bz+1  p,其中0<p<1是一个充分小的常数.同时,令h=

 

minσ2
12,a4σ2

22,
aθ
b  2σ2

32  
max1,a2,aθ

b    2
.

由此再利用Cp 不等式对x4+y4+z4+1-1
(x+y+z+1)2-p

进行放缩可得:

 LV4=p x+a2y+
aθ
bz+1  p-1

a(-xy+x-qx2)+a(-xy)+aθx  -
p
2
(1-p)·

 
 

x+a2y+
aθ
bz+1  p-2

(σ11+σ12x)2x2+a4(σ21+σ22y)2y2+
aθ
b  2(σ31+σ32z)2z2􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ≤

  pa(1+θ)x-p
2
(1-p)

(σ11+σ12x)2x2+a4(σ11+σ12y)2y2+
aθ
b  2(σ31+σ32z)2z2

x+a2y+
aθ
bz+1  2-p

≤

  pa(1+θ)x-p
2
(1-p)h

x4+y4+z4+1-1
(x+y+z+1)2-p ≤

  pa(1+θ)x-p
2
(1-p)h

(x+y+z+1)4

64(x+y+z+1)2-p -
1

(x+y+z+1)2-p
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ≤

  pa(1+θ)x- p
128
(1-p)h(x+y+z+1)2+p +p

2
(1-p)h. (11)

为了分析变量x、y、z趋于零边界和无穷边界时的情况,本文利用V1、V2、V3和V4构造了一个C2 函数

G:R3+→R,其形式为G(x,y,z)= MV1+V2+V3+V4,其中M >0,M 满足-M a-
σ211
2  +K ≤

 

-2,

 K =
 

sup
(x,y,z)∈R3+

- p
256
(1-p)h(x+y+z+1)2+p +p

2
(1-p)h 

 

+

  1
a +

σ2
21

2 +σ21σ22y+
σ2
22

2y2+b+
σ2
31

2 +σ31σ32z+
σ2
32

2z2 . (12)

由于G 是一个连续函数,
 

lim
 

inf
k→ ∞,(x,y,z)∈R3+\Qk

G(x,y,z)=+∞,其中Qk=
 1
k
,k  × 1

k
,k  × 1

k
,k  ,因

此G(x,y,z)在R3+ 内部具有极小值G(x0,y0,z0).
为了保证Lyapunov函数的非负性,本文构造了一个非负C2 函数V:R3+→R+,其形式为V(x,y,

z)=G(x,y,z)-G(x0,y0,z0).由式(8)—(12)可得:

 LV(x,y,z)≤M - a-
σ2
11

2  +(a(q+θ)+σ11σ12)x+
σ2
12

2x2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +

1
a +pa(1+θ)  x-

  θ
a

z
y -bx

z - p
256
(1-p)h(x+y+z+1)2+p +K.

由上式易知:当x→0+ 时,LV(x,y,z)≤-M a-
σ2
11

2  +K ≤-2;当y→0+ 或z→0+、x→+∞、

y→+∞、z→+∞ 时,LV(x,y,z)≤-∞.因此,对任意(x,y,z)∈R3+\Dε 有LV(x,y,z)≤-1.

其中Dε = ε≤x ≤
1
ε
,ε3 ≤y≤

1
ε3
,ε2 ≤z≤

1
ε2  , 

ε(ε>0)是一个充分小的常数.证毕.

3 数值模拟

本文利用 Milstein高阶方法[14]对系统(4)的离散形式进行数值模拟.由文献[14]可知,系统(4)的

313
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离散形式为:

 

xj+1=xj +ayj -xjyj +xj -qx2
j  Δt+ σ11+σ12xj  xj Δtω1j +

  
xj

2 σ2
11+3σ11σ12xj +2σ2

12x2
j  ,

yj+1=yj +
1
a -yj -xjyj +θzj  Δt+ σ21+σ22yj  yj Δtω2j +

  yj

2 σ2
21+3σ21σ22yj +2σ2

22y2
j  ,

zj+1=zj +bxj -zj  Δt+ σ31+σ32zj  zj Δtω3j +
zj

2σ2
31+3σ31σ32zj +2σ2

32z2j  .

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

其中:时间增量Δt>0,ωij(i=1,2,3)是服从N(0,1)分布的高斯随机变量.在系统(4)中,假设时间单

位为min,反应物的浓度为 mol/(L·min),初始值为(x(0),y(0),z(0))=(0.8,0.3,0.5),步长Δt=
 

0.1,其他参数值依据文献[7]分别取a=7.727,q=
 

0.08375,θ=1,b=
 

0.161.为了研究不同白噪声强

度对系统(4)动力学行为的影响,本文取4组不同的白噪声强度对其平稳分布的存在性进行数值模拟.

1)取白噪声σ11=
 

0.025,σ12=
 

0.0075,σ21=
 

0.03,σ22=
 

0.0025,σ31=
 

0.0125,σ32=
 

0.002.将该白

噪声代入
σ2
11

2
中进行计算可得a>

σ2
11

2=
 

0.0003125.由该结果可知定理2中的条件成立,因此系统(4)存

在唯一遍历平稳分布.在上述白噪声下的数值仿真模拟结果见图1.

 图1 白噪声取σ11 =
 

0.025、σ12 =
 

0.0075、σ21 =
 

0.03、σ22 =
 

0.0025、σ31 =
 

0.0125、σ32 =
 

0.002时

系统(4)存在的平稳分布(左图为系统(4)的解,右图为系统(4)的密度函数)

2)取白噪声σ11=
 

0.05,σ12=
 

0.015,σ21=
 

0.06,σ22=
 

0.005,σ31=
 

0.025,σ32=
 

0.004.将该白噪声

代入
σ2
11

2
中计算得a>

σ2
11

2=
 

0.00125.由该结果可知定理2中的条件成立,因此系统(4)存在唯一遍历平

稳分布.在上述白噪声下的数值仿真模拟结果见图2.

3)取白噪声σ11=
 

0.1,σ12=
 

0.03,σ21=
 

0.12,σ22=
 

0.01,σ31=
 

0.05,σ32=
 

0.008.将该白噪声代入

σ2
11

2
中进行计算可得a>

σ2
11

2 =
 

0.005.由该结果可知定理2中的条件成立,因此系统(4)存在唯一遍历平

413
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稳分布.在上述白噪声下的数值仿真模拟结果见图3.

  图2 白噪声取σ11 =
 

0.05、σ12 =
 

0.015、σ21 =
 

0.06、σ22 =
 

0.005、σ31 =
 

0.025、σ32 =
 

0.004时

系统(4)存在的平稳分布(左图为系统(4)的解,右图为系统(4)的密度函数)

  图3 白噪声取σ11 =
 

0.1、σ12 =
 

0.03、σ21 =
 

0.12、σ22 =
 

0.01、σ31 =
 

0.05、σ32 =
 

0.008时

系统(4)存在的平稳分布(左图是系统(4)的解,右图是系统(4)的密度函数)

4)取白噪声σ11=
 

0.15,σ12=
 

0.045,σ21=
 

0.18,σ22=
 

0.015,σ31=
 

0.075,σ32=
 

0.012.将该白噪声

代入
σ2
11

2
中计算得a>

σ2
11

2=
 

0.01125.由该结果可知定理2中的条件成立,因此系统(4)存在唯一遍历平

稳分布.在上述白噪声下的数值仿真模拟结果见图4.
由图1— 图4可以看出,白噪声强度越小,系统解的振荡幅度越小.另外,本文以3)中的白噪声为

例,给出了3个系统(非线性系统(4)与其相对应的确定性系统(2)、线性系统(13))解的运行图.由图5
中的(a)和(c)可以看出,系统(4)的解在系统(2)解的附近振荡;由图5中的(b)和(c)可以看出,系统

(4)的解的振荡幅度大于线性扰动系统(13)的振荡幅度.上述结果表明,非线性扰动系统(4)的解大幅

偏离了原系统的平衡状态.
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dx= a(y-xy+x-qx2)  dt+σ11xdB1(t),

dy=
1
a
(-y-xy+θz)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dt+σ21ydB2(t),

dz= b(x-z)  dt+σ31zdB3(t).

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(13)

  图4 白噪声取σ11 =
 

0.15、σ12 =
 

0.045、σ21 =
 

0.18、σ22 =
 

0.015、σ31 =
 

0.075、σ32 =
 

0.012时

系统(4)存在的平稳分布(左图是系统(4)的解,右图是系统(4)的密度函数)

 图5 白噪声取σ11 =
 

0.1、σ12 =
 

0.03、σ21 =
 

0.12、σ22 =
 

0.01、σ31 =
 

0.05、σ32 =
 

0.008时不同系统的解

((a)为系统(2)的解,(b)为与系统(2)相对应的线性扰动系统(13)的解,(c)为与系统(2)相对应的非

线性扰动系统(4)的解)

4 结论

对本文构建的具有非线性扰动系统的 Oregonator模型的平稳分布进行研究表明:当噪声强度σ2
11

较小时,该系统存在唯一遍历平稳分布;小噪声能够促进反应的持续进行,而大噪声则不利于反应持续

进行.本文研究结果丰富了化学振荡反应系统的动力学性质,并可为研究具有高阶扰动的化学振荡反应

模型的平稳分布提供参考.
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析.研究表明,2015—2021年福建省高职教育资

源配置的规模收益呈下降趋势,但教育资源的纯

技术效率、规模效率和技术改进效率呈波动上升

趋势.另外,高职院校的资源配置还存在明显的不

均衡现象.该研究结果可为提高高职教育的资源

配置效率提供参考.
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