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摘要:
 

研究了一类具有恐惧效应的时滞广义 HollingⅢ型捕食者 食饵模型的动力学行为.首先,通过计算模

型平衡点的Jacobian矩阵研究了平衡点的稳定性,并分析了时滞对正平衡点的稳定性影响;其次,在确定性模

型中通过引入白噪声将系统转变为随机模型,并通过构造Lyapunov函数研究了随机模型正解的性质;再次,

在一些假设条件下,利用伊藤公式建立了模型在平均意义下的持续生存和灭绝的充分性条件;最后,通过数值

模拟验证了恐惧效应、时滞和随机因素对捕食者和食饵种群密度的影响.
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Abstract:
 

The
 

dynamical
 

behavior
 

of
 

a
 

generalized
 

delayed
 

Holling
 

type
 

Ⅲ predator-prey
 

model
 

with
 

fear
 

effects
 

was
 

investigated.Firstly,
 

the
 

stability
 

of
 

the
 

equilibrium
 

was
 

studied
 

by
 

calculating
 

the
 

Jacobian
 

matrix
 

of
 

the
 

equilibria
 

of
 

the
 

model,
 

and
 

the
 

effect
 

of
 

delay
 

on
 

the
 

stability
 

of
 

the
 

positive
 

equilibrium
 

point
 

was
 

analyzed.Secondly,
 

the
 

system
 

was
 

transformed
 

into
 

a
 

stochastic
 

model
 

by
 

introducing
 

white
 

noise
 

into
 

the
 

deterministic
 

model,
 

and
 

the
 

nature
 

of
 

the
 

stochastic
 

positive
 

solution
 

was
 

studied
 

by
 

constructing
 

the
 

Lyapunov
 

function.Thirdly,
 

under
 

some
 

assumptions,
 

the
 

Itô
 

formula
 

was
 

used
 

to
 

establish
 

the
 

model
 

sufficiency
 

conditions
 

for
 

extinction
 

and
 

persistence
 

in
 

the
 

mean.Finally,
 

the
 

effects
 

of
 

fear
 

effects,
 

delay
 

and
 

stochastic
 

factors
 

on
 

predator
 

and
 

prey
 

population
 

densities
 

were
 

verified
 

by
 

numerical
 

simulations.
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0 引言

由于恐惧效应会改变食饵种群的行为方式、生理特征以及种群密度等[1],因此近年来一些学者对其

进行了研究.例如:2016年,Wang等[2]研究了恐惧效应对确定性捕食者 食饵模型的影响;同年,李梁
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晨等[3]提出了一类具有时滞HollingⅡ型功能反应的捕食者 食饵模型,并研究了该模型共存平衡点的

全局稳定性及其Hopf分支的存在性;2016年,秦爽[4]研究了一类具有广义 HollingⅢ型功能性反应的

确定性模型的动力学行为;2022年,Shao[5]研究了一类在确定环境和随机环境中带有恐惧效应和时滞

的捕食者 食饵模型,并探讨了确定性模型中平衡点的存在性和稳定性以及随机模型中全局正解的存

在性;2022年,刘英姿等[6]研究了一类具有恐惧效应的Leslie-Gower型功能反应的捕食者 食饵模型,
并讨论了恐惧效应对食饵和捕食者种群密度的影响.基于上述研究,本文基于文献[5]中的捕食者 食

饵模型,采用广义HollingⅢ型功能反应函数建立了如下确定性模型:

 

dx(t)
dt =

 rx(t)
1+fy(t-τ)-d1x(t)-bx2(t)-

c1x2(t)y(t)
1+αx(t)+βx2(t)

,

dy(t)
dt =

 c2x2(t)y(t)
1+αx(t)+βx2(t)

-d2y(t)-hy2(t).

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1)

由于确定性模型难以体现环境的波动性,因此本文还研究了与确定性模型(1)相对应的随机性模

型.由于随机因素会影响种群的自然死亡率,因此本文通过扰动捕食者种群的自然死亡率(-d1 →

-d1+σ1
dB1(t)
dt

)和食饵种群的自然死亡率(-d2 →-d2+σ2
dB2(t)
dt

)[7]来构建随机模型:

 

dx(t)
dt =

 rx(t)
1+fy(t-τ)-d1x(t)-bx2(t)-

c1x2(t)y(t)
1+αx(t)+βx2(t)

+σ1x(t)dB1(t),

dy(t)
dt =

 c2x2(t)y(t)
1+αx(t)+βx2(t)

-d2y(t)-hy2(t)+σ2y(t)dB2(t).

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(2)

其中:x(t)和y(t)分别表示食饵和捕食者在t时刻的种群密度;r表示食饵种群的内禀增长率;τ表示

时滞;d1和d2分别表示食饵和捕食者的死亡率;b和h分别表示食饵和捕食者种群在种内的竞争系数;

f 表示食饵的恐惧水平;c2 表示转化率; c1x2

1+αx+βx2 表示广义 HollingⅢ 型功能反应;Bi(t)(i=
 

1,2)是定义在完备概率空间(Ω,F,P)上的相互独立的标准布朗运动;σi(t)(i=1,2)表示白噪声的强

度.另外,式中所有的参数值均为非负.该模型的初值为x(0)≥0,y(0)≥0.本文将探讨模型(1)的平

衡点的存在性、稳定性和模型(2)的全局正解的存在性、有界性,以及两个物种在随机模型中的存活和

消亡条件.在下文的讨论中,本文假设食饵的出生率总是大于它的死亡率,即r>d1.

1 确定性模型

下面分别讨论模型(1)平衡点的存在性和局部稳定性,以及其在共存平衡点处发生Hopf分支的条件.
1.1 模型(1)平衡点的存在性

根据模型(1)可得如下方程组:

 rx
1+fy-d1x-bx2-

c1x2y
1+αx+βx2=

 

0, (3)

 
c2x2y

1+αx+βx2-d2y-hy2=
 

0. (4)

求解式(3)和式(4)得模型(1)共有3类平衡点:第1类为种群灭绝平衡点E0(0,0);第2类为无捕

食者平衡点E1
r-d1

b
,0  ;第3类为共存平衡点Ê(̂x,̂y),其中x̂ 和̂y是式(3)和式(4)的一组正解.由

式(3)和式(4)还可知,模型(1)始终存在种群灭绝平衡点E0(0,0)和无捕食者平衡点E1
r-d1

b
,0  .

另外,由式(4)可知ŷ=
 1
h

c2̂x2

1+α̂x+β̂x2-d2  ,因此将ŷ 值代入式(3)可得如下方程:

982
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 a0x7+a1x6+a2x5+a3x4+a4x3+a5x2+a6x+a7=
 

0. (5)

其中:̂x 是式(5)的一个正解,a0=bhβ2[β(h-fd2)+fc2],
 

a1= (h-fd2)(d1hβ3+3bhαβ2)+fc2hβ·
(d1β+2αb)-rh2β3,

 

a2= (f-d2)(3d1hαβ2+3bhβ2+3bhα2β+c1β(c2-d2β))+fc2(2d1hαβ+α2+2β+

c2(c2-d2β))-3rh2αβ2,
 

a3=(h-fd2)(3d1hβ2+3d1hα2β+bhα3+6bhαβ+c1c2α-2c1d2αβ)+
 

fc2(α2+2β+2bhα-c1d2α)-3rh2β(α2+β),
 

a4=(h-fd2)(6d1hαβ+d1hα3+3bhα2+3bhβ+c1c2-
2c1d2β-c1d2α2)+

 

fc2(2α+bh-c1d2)-rh2α(α2+6β),
 

a5=(h-fd2)(3d1hα2+3d1hβ+3bhα-

2c1d2α)+fc2d1h-3rh2(α2+β),
 

a6=(h-fd2)(3d1hα+bh-c1d2)-3rh2α,
 

a7=h-fd2+rh2.

若
c2x2

1+αx+βx2-d2>0,即(c2-d2β)x2-d2αx-d2>0,则有ŷ>0.由此可知只需令c2-d2β>0,

即可保证x̂>
d2α+ (d2α)2+4(c2-d2β)d2

2(c2-d2β)
.由于七次方程一定存在实根,故可令a0>0,a7<0,

由此可得式(5)至少存在一个正根x̂.
1.2 平衡点处的稳定性分析

本文通过判断特征值的符号来分析模型(1)平衡点的局部稳定性.模型(1)的特征方程[8]为:

 det(J0+e-λτJ1-λI)=
 

0. (6)

其中:J0=

r
1+fy-d1-2bx-

2c1xy+c1αx2y
(1+αx+βx2)2 -

c1x2

1+αx+βx2

c2xy(2+α)
(1+αx+βx2)2

c2x2

1+αx+βx2-d2-2hy

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,
 

J1=
0 - frx

(1+fy)2

0 0  .

下面分2种情况讨论时滞对模型(1)平衡点处动力学行为的影响.
情形1 无时滞模型的动力学行为.

定理1 (a)E0(0,0)是鞍点;(b)若d2>
c2(r-d1)2

b2+αb(r-d1)+β(r-d1)2
,则E1

r-d1

b
,0  是稳定

结点;若d2<
c2(r-d1)2

b2+αb(r-d1)+β(r-d1)2
,则E1

r-d1

b
,0  是鞍点;(c)若a11<0,则Ê(̂x,̂y)是

局部渐进稳定的.

证明 首先证明(a).由于平衡点E0的Jacobian矩阵为
r-d1 0

0 -d2  (该矩阵的两个特征值分别

为λ1=r-d1 >0和λ2=-d2 <0),因此E0 是鞍点.(a)得证.

其次证明(b).因E1 的Jacobian矩阵为

d1-r 0

0
c2(r-d1)2

b2+αb(r-d1)+β(r-d1)2
-d2  (该矩阵的

两个特征值分别为λ1=d1-r<0和λ2=
 c2(r-d1)2

b2+αb(r-d1)+β(r-d1)2
-d2),因此有:当d2 >

c2(r-d1)2

b2+αb(r-d1)+β(r-d1)2
时,E1是稳定结点;当d2<

c2(r-d1)2

b2+αb(r-d1)+β(r-d1)2
时,E1是鞍

点.(b)得证.

最后证明(c).̂E的Jacobian矩阵为

-x̂ b+
c1̂y(1-β̂x2)
(1+α̂x+β̂x2)2  -

c1̂x2

1+αx+βx2

c2̂x̂y(2+x̂)
(1+α̂x+β̂x2)2

-ĥy

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,其对应的特

092
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征方程为λ2-(a11+a22)λ+a11a22-a12a21=
 

0,其中:

 

a11=-̂x b+
c1̂y(1-β̂x2)
(1+α̂x+β̂x2)2  , 

a12=-
c1̂x2

1+αx+βx2 <0,

a21=
 c2̂x̂y(2+x̂)
(1+α̂x+β̂x2)2

>0,
 

a22=-ĥy<0.

(7)

由式(7)可知,若a11 <0,则-(a11+a22)>0,且a11a22-a12a21>0.由此再根据Routh-Hurwitz判

据可知,̂E(̂x,̂y)是局部渐进稳定的[9].(c)得证.
情形2 带有时滞模型的动力学行为.
由式(6)可知,模型(1)在Ê(̂x,̂y)处的Jacobian矩阵的特征方程为:

 λ2+R1λ+R2+S1e-λτ =
 

0. (8)

其中:R1=-a11-a22,
 

R2=a11a22-a12a21,
 

S1=-a21ω1,
 

ω1=- fr̂x
(1+f̂y)2

,其余参数取值与式(7)

相同.由文献[10]可知,当τ≠0时,若式(8)的所有根的实部都为负值,则模型(1)的平衡点Ê(̂x,̂y)总
是稳定的.为了研究平衡点Ê(̂x,̂y)处的动力学行为,本文令λ=p1+ip2,则式(8)可变为(p1+ip2)2+

R1(p1+ip2)+R2+S1e
-p1τ-ip2τ =

 

0.分离该式实部和虚部可得:

 p2
1-p2

2+R1p1+R2+S1e
-p1τcos(p2τ)=

 

0, (9)

 2p1p2+R1p2-S1e
-p1τsin(p2τ)=

 

0. (10)
为确定式(8)是否有纯虚根,再令p1=

 

0.由此式(9)和式(10)可变为:

 S1cos(p2τ)=p2
2-R2, (11)

 S1sin(p2τ)=R1p2. (12)

在式(11)和式(12)中消去τ 可得p4
2+p2

2(R2
1-2R2)+R2

2-S2
1=

 

0.再令p2
2=δ,由此可得:

 p(δ)≡δ2+(R2
1-2R2)δ+R2

2-S2
1=

 

0. (13)

由于式(13)是一个关于δ 的开口向上的二次方程,因此可知如果P(0)<0,即当R2
2 <S2

1 成立时,式
(13)有且只有一个正根.在此,本文令δ=δ* 为式(13)的根.

为证明以参数τ 为变量的模型(1)在共存平衡点Ê(̂x,̂y)处存在Hopf分支,本文给出定理2.
定理2 当τ≠0时,若R2

2<S2
1,则可得阈值τ*.当0<τ<τ* 时,共存平衡点Ê 是局部渐进稳

定的;当τ>τ* 时,共存平衡点Ê 处因产生震荡而变得不稳定;当SV>UW 时,平衡点Ê 在τ=τ* 处

会出现超临界Hopf分支,其中阈值τ* =τ(0)
+ ,

 

τ(j)
+ =

 

cos-1 δ* -R2

S1  
δ*

+
2πj
δ*
,

 

j=
 

0,1,2,3,…,
 

S=
 

R1-S1τ*cos(δ*τ*),
 

V =S1 δ*sin(δ*τ*),
 

U =-2 δ* -S1τ*sin(δ*τ*),
 

W =

S1 δ*cos(δ*τ*).
证明 当τ≠0时,由上述讨论可知,若R2

2 <S2
1,则式(13)有唯一正根δ*,因此阈值τ* 存在.再

由式(11)可得τ(j)
+ =

 

cos-1 δ* -R2

S1  
δ*

+
2πj
δ*
,

 

j=
 

0,1,2,3,….于是根据Butler’s引理[11]可知:当0<

τ
 

<τ* 时,因所有特征值的实部始终小于零,所以平衡点Ê 是局部渐进稳定的;当τ>τ* 时,因所有特

征值的实部始终大于零,所以平衡点Ê 是不稳定的,其中τ* 是使式(8)存在零实部的根的最小阈值.
对式(9)和式(10)关于τ 进行微分后,再将p1=

 

0和τ=τ* 代入式(9)和式(10)中可得:

 S d
dτ
[Reλ(τ)]􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

τ=τ*
+U d

dτ
[Imλ(τ)]􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

τ=τ*
=V, (14)

192
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 -U d
dτ
[Reλ(τ)]􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

τ=τ*
+S d

dτ
[Imλ(τ)]􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

τ=τ*
=W. (15)

求解 式 (14)和 式 (15)可 得 d
dτReλ

(τ)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

τ=τ*
=

SV-UW
S2+U2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 .由 此 可 知,当 SV > UW 时,

d
dτReλ

(τ)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

τ=τ*
>0成立,平衡点Ê 在τ=τ* 处会出现超临界Hopf分支[10],证毕.

2 随机模型

2.1 正解的存在唯一性

定理3 对于任意给定的初值x(0)≥0,y(0)≥0,模型(2)存在唯一的全局正解(x(t),y(t))∈R2+.
证明 由于模型(2)的系数满足局部Lipschitz条件,因此在[0,τe)上存在唯一局部解,其中τe是爆

破时间.由随机分析学理论可知,要证该解是全局的,只需证明τe=
 

∞,a.s.即可.为此,假设k0>0充分

大,使得x(0),y(0)∈
1
k0
,k0􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 成立.当k≥k0 时,定义停时为τk=
 

inft∈[0,τe):x(t)∉
1
k
,k   

 

∪

y(t)∉
1
k
,k   ,由此可知当k→ ∞ 时,τk 是逐渐增加的.记τ∞ =

 

lim
k→ ∞

τk,于是由τ∞ 的定义可得

τ∞ <τe,a.s..由此可知,要证明τe=
 

∞,a.s.,只需证明τ∞=
 

∞,a.s.即可.本文采用反证法证明.假设

τ∞ ≠ ∞,则由此可知存在T >0和ε∈(0,1),使得P(τ∞ ≤T)≥ε 成立.由该结果可知,存在整数

k1 ≥k0,使得

 P(τk ≤T)≥ε,∀k≥k1. (16)

本文根据稳定性理论定义一个C2函数V:R2+→R+,即V(x,y)=x-1-lnx+
c1
c2
(y-1-lny).

当s>0时,由s-1-lns>0可知,对于任意的解(x(t),y(t))∈R2+,始终有V(x,y)≥0.根据Itô公

式可知,对于任意的k≥k0 和T >0,当0≤t≤τk∧T 时有:

 dV(x,y)=LV(x,y)dt+σ1(x-1)dB1(t)+
c1
c2

σ2(y-1)dB1(t). (17)

其中:

 LV(x,y)=(x-1)
r

1+fy(t-τ)-d1-bx+
c1xy

1+αx+βx2  +σ2
1

2+

  
c1
c2

(y-1)
c2x2

1+αx+βx2-d2-hy  +σ2
2

2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ≤

 

-bx2+rx-d1x+d1+bx+

  
c1xy

1+αx+βx2+
c1
c2
(-d2y-hy2+d2+hy)+

σ2
1

2+
c1xy
2c2

≤
 

-bx2+(r+b-d1)x-

  
c1
c2

hy2+
c1
α -

c1
c2

d2+
c1
c2

h  y+d1+
c1
c2

d2+
σ2
1

2+
c1σ2

2

2c2
≤

 

max
x∈R+

-bx2+(r+b-d1)x  +
 

  max
x∈R+

-
c1
c2

hy2+
c1
α -

c1
c2

d2+
c1
c2

h  y  +d1
c1
c2

d2+
σ2
1

2+
c1σ2

2

2c2
∶=􀮃K,

其中􀮃K 为正常数,τk∧T=
 

min{τk,T}.对式(17)两边同时积分后取其数学期望可得EV(x(τk∧T),

y(τk∧T))≤V(x(0),y(0))+􀮃K(τk∧T)≤V(x(0),y(0))+􀮃KT.令Ωk ={τk ≤T},∀k≥k1.于
是由式(16)可知,P(Ωk)≥ε.此外,注意到对于ω∈Ωk,由于x(τk,ω),y(τk,ω)中至少有一个等于

k或1
k
,因此可得:

V(x(0),y(0))+􀮃KT ≥E IΩk(ω)V(x(τk),y(τk))  ≥ε k-1-lnk  ∧
1
k -1-ln

1
k  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,(18)
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其中IΩk(ω)
是Ωk(ω)的示性函数.令k→∞,由此可得ε k-1-lnk  ∧

1
k -1-ln

1
k  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 →∞.于是

再由式(18)可得 ∞ >V(x(0),y(0))+􀮃KT=
 

∞,此时产生了矛盾,因此τ∞ =
 

∞,a.s..证毕.
2.2 解的有界性

定理4 对于任意给定的初值(x(0),y(0)),模型(2)的解(x(t),y(t))∈R2+ 满足:

 lim
 

sup
t→ ∞

x(t)< ∞,a.s.,
 

lim
 

sup
t→ ∞

y(t)< ∞,a.s..

证明 由模型(2)的第1个方程可知:

 dx=
rx(t)

1+fy(t-τ)-d1x-bx2-
c1x2y

1+αx+βx2  dt+σ1x(t)dB1(t)≤

  x(r-d1-bx)dt+σ1xdB1(t).
根据上式可构造方程dp(t)=p(r-d1-bp)dt+σ1pdB1(t),由此再由文献[12]和微分方程随机比较

定理[13]可知x(t)有上界.
由模型(2)的第2个方程可知:

 dy=
c2x2y

1+αx+βx2-d2y-hy2  dt+σ2y(t)dB2(t)≤y
c2
β

-hy-d2  dt+σ2y(t)dB2(t).

(19)
为了证明y 的有界性,本文根据式(19)构造如下辅助模型(20):

 
dQ(t)=Q

c2
β

-hQ-d2  dt+σ2QdB2(t),

Q(0)=y(0).

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (20)

由式(20)的第1个方程可得:

 dQ ≤Q
c2
β

-
hQ
1+Q-d2  dt+σ2QdB2(t)=Q

c2
β

-
h(1+Q)-h
1+Q -d2  dt+σ2QdB2(t)=

  Q
c2
β

-d2-h+
h
1+Q  dt+σ2QdB2(t). (21)

令G=
 c2
β

-d2-h<0,由此式(21)可变为:

 dQ ≤Q G+
h
1+Q  dt+σ2QdB2(t)≤ (QG+h)dt+σ2QdB2(t). (22)

根据式(22)可构造如下辅助模型:

 
dY(t)=(GY+h)dt+σ2YdB2(t),

Y(t)=y(0). (23)

对模型(23)进行求解[14]可得:Y(t)= -
h
G+ Y(0)+

h
G

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 eGt+M(t),其中M(t)=
 

∫
t

0
eG(t-s)σ2Y(s)dB2(s)

是一个带有初值M(0)=
 

0的连续局部鞅.再由随机比较定理可得Q(t)≤Y(t),a.s..为了证明Y(t)的

有界性,定义Y(t)=Y(0)+A(t)+U(t)+M(t),其中A(t)=-
h
G
[1-eGt],

 

U(t)=Y(0)[1-eGt].

由文献[14]可知,当t≥0时,A(t)和U(t)是带有初值A(0)=U(0)=
 

0的连续适应增过程.于是再由

非负半鞅收敛定理[15]可知,lim
t→ ∞

Y(t)< ∞,a.s..由以上结果和随机比较定理可知,lim
t→ ∞

y(t)< ∞,

a.s.,证毕.
2.3 平均持久性和灭绝性

为了便于下文表述,首先引入以下记号:

 <y(t)>=
 1
t∫

t

0
y(s)ds,

 

R1=
 2r
σ2
1+2d1

,
 

R2=
 2c2
σ2
2+2d2∫

+∞

0

x2

1+αx+βx2π(x)dx.
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定义1 ① 如果lim
t→+∞

f(t)=
 

0,a.s.,则称种群f(t)灭绝;② 如果lim
 

inf
t→+∞

<f(t)>>0,a.s.,则称种

群f(t)是强平均持久的.
引理1[16] 假设M(t)∈C([0,+∞],R+),则:

(i)如果存在正常数T 和μ0,使得当t≥T 时有lnM(t)≤μt-μ0∫
t

0
M(t)ds+∑

2

i=1
σiBi(t),其中

σi(i=1,2)为常数,则有:

 
lim

 

sup
t→ ∞

 
t-1∫

t

0
M(s)ds≤μ/μ0,

 

a.s.,
 

if
 

μ ≥0;

lim
t→ ∞

M(s)ds=
 

0,a.s.,
 

if
 

μ <0.

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

(ii)如果存在正常数T、μ 和μ0,使得当t≥T 时有lnM(t)≥μt-μ0∫
t

0
M(t)ds+∑

2

i=1
σiBi(t),

则有
 

lim
 

inf
t→+∞

 
t-1∫

t

0
M(s)ds≥μ

μ0
,

 

a.s..

引理2[17] 对于模型(24):① 若R1<1,则lim
t→ ∞

H(t)=
 

0,a.s..② 若R1>1,则模型(24)存在唯

一遍历的平稳分布π(H)=
 κ

κ1
2

Γ(κ1)
H

κ1-1e
-κ2H,其中κ1=

 2(r-d1)
σ2
1

-1,
 

κ2=
 2b
σ2
1

,
 

Γ(v)=
 

∫
∞

0
tv-1e-tdt.

 
dH(t)=H(t)(r-bH(t)-d1)dt+σ1H(t)dB1(t),

H(0)=x(0). (24)

推论1 当R1 <1时,由随机比较定理可知,食饵趋于种群灭亡,即lim
t→ ∞

x(t)=
 

0.

定理5 若R2 <1,则捕食者种群趋于灭绝,即lim
t→ ∞

y(t)=
 

0.

证明 对模型(2)的第2个方程应用Itô公式可得:

 dlny= -d2-hy+
c2x2

1+αx+βx2-
σ2
2

2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 dt+σ2dB2(t)≤

  
c2H2

1+αH +βH2-d2-
σ2
2

2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 dt+σ2dB2(t). (25)

对式(25)两边进行积分可得:

 lny
(t)-lny(0)

t ≤
1
t∫

t

0

c2H2

1+αH +βH2dt- d2+
σ2
2

2  +σ2B2(t)
t . (26)

再由强大数定律[18]可知lim
t→ ∞

σ2B2(t)
t =

 

0,a.s.,于是对式(26)两边取极限可得:

 lim
t→ ∞

 

lny
t ≤c2∫

∞

0

x2

1+αx+βx2π(x)dx- d2+
σ2
2

2  = σ2
2+2d2

2
(R2-1).

当R2 <1时,由于
σ2
2+2d2

2
(R2-1)<0成立,因此lim

t→ ∞
 

lny
t <0,即lim

t→ ∞
y(t)=

 

0,证毕.

定理6 若R2>1,则捕食者种群是强平均持久的,即lim
 

inf
t→ ∞

 

<y(t)>≥􀮃N(R2-1)>0,其中􀮃N=
 

2α2d2b+σ2
2α2b

2(α2h2b+c1c2)
.

证明 对模型(2)和模型(24)的第1个方程分别应用Itô公式后再对其两边同时进行积分可得:

 lnx
(t)-lnx(0)

t ≥ -d1-
σ2
1

2  +σ1B1(t)
t -

b
t∫

t

0
x(s)ds-

c1
t∫

t

0

x(s)y(s)
1+αx(s)+βx2(s)

ds,

 lnH
(t)-lnH(0)

t ≥
 

-d1-
σ2
1

2-
b
t∫

t

0
H(s)ds+

σ1B1(t)
t .
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用上面的第1个式子减去第2个式子可得0≥
lnx(t)-lnH(t)

t ≥
 

-
b
t∫

t

0
x(s)-H(s)  ds-

1
t
·

∫
t

0

c1x(s)y(s)
1+αx(s)+βx2(s)

ds≥
 

-
b
t∫

t

0
x(s)-H(s)  ds-

c1
αt∫

t

0
y(s)ds,由该结果进而可得:

 1t∫
t

0
x(s)-H(s)  ds≥

 

-
c1
αbt∫

t

0
y(s)ds. (27)

对模型(2)的第2个方程应用Itô公式可得:

 dlny=
c2x2

1+αx+βx2-hy-d2-
σ2
2

2  dt+σ2dB2(t)=

  
c2H2

1+αH +βH2-
H -x

1+αH +βH2·
c2(x+H +αxH)
1+αH +βH2 -hy-

σ2
2

2-d2  dt+σ2dB2(t)≥

  
c2H2

1+αH +βH2-hy-
σ2
2

2-d2-
c2
α
(H -x)  dt+σ2dB2(t). (28)

对式(28)两边进行积分后再将式(27)代入其中可得:

 lny
(t)

t ≥
c2
t∫

t

0

H2(s)
1+αH(s)+βH2(s)

ds-
h
t∫

t

0
y(s)ds-

c2
α
·1
t∫

t

0
H(s)-x(s)  ds-d2-

  
σ2
2

2+
σ2B2(t)

t +
lny(0)

t ≥
c2
t∫

t

0

H2(s)
1+αH(s)+βH2(s)

ds-
h
t∫

t

0
y(s)ds-

  
c1c2
α2b

·1
t∫

t

0
y(s)ds-d2-

σ2
2

2+
σ2B2(t)

t +
lny(0)

t ≥
c2
t∫

t

0

H2(s)
1+αH(s)+βH2(s)

ds-

  h+
c1c2
α2b  <y(s)>-d2-

σ2
2

2+
σ2B2(t)

t +
lny(0)

t .

由上式和引理1可得lim
 

inf
t→ ∞

<y(t)>≥
2α2d2b+σ2

2α2b
2(α2h2b+c1c2)

(R2-1)>0,证毕.

3 数值模拟

3.1 恐惧效应对模型(1)平衡状态的影响

本文参考文献[5],选取3个恐惧参数f(0、5和10)来分析恐惧因素对模型(1)的影响,并将其他参

数分别设置为:r=
 

2,
 

c1=
 

0.6,
 

d1=
 

0.5,
 

b=
 

0.08,
 

τ=
 

0,
 

α=
 

0.01,
 

β=
 

0.01,
 

c2=
 

0.4,
 

d2=
 

0.1,
 

h=
 

0.3.图1为f 分别取0、5和10时其对模型(1)平衡状态影响的仿真图.由图1可以看出,平衡点处的x̂

和ŷ 随f 值的增加而减少.这表明,较高的恐惧可减少捕食者和食饵种群的密度.

图1 不同恐惧参数f 对模型(1)平衡状态影响的仿真图

3.2 时滞对模型(1)平衡状态的影响

本文参考文献[5],选取3个时滞参数τ(1、5和10)来分析时滞对模型(1)的影响(固定f=
 

1,其他
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各参数取值与3.1中相同).图2为τ分别取1、5和10时其对模型(1)平衡状态的影响的仿真图.由图2
可以看出,不同时滞的取值不会影响模型(1)的种群密度和平衡点的稳定性.

图2 不同时滞参数τ对模型(1)平衡状态影响的仿真图

3.3 随机因素对模型(2)平衡状态的影响

本文利用Milstein方法[19]研究随机因素对模型(2)平衡状态的影响,参数取值参考文献[20]选取:

r=
 

2.2,
 

c1=
 

0.6,
 

f=
 

1,
 

τ=
 

0,
 

d1=
 

0.5,
 

b=
 

0.08,
 

α=
 

0.01,
 

β=
 

0.01,
 

c2=
 

0.1,
 

d2=
 

1,
 

h=
 

0.3.

1)当σ1=σ2=
 

1.5时,依据上述参数进行计算可得:R1=
 2r
σ2
1+2d1

=
 

1.035>1,
 

R2=
 2c2
σ2
2+2d2

·

∫
+∞

0

x2

1+αx+βx2π(x)dx=
 

0.774<1.由上述计算可知R1 和R2 的值满足定理5的条件,因此此时

x(t)是持续存在的,y(t)是趋于灭绝的.由图3(a)进一步可知该结果是正确的.

2)当σ1=σ2=0.07时,依据上述参数进行计算可得:R1=
 2r
σ2
1+2d1

=
 

1.767>1,
 

R2=
 2c2
σ2
2+2d2

·

∫
+∞

0

x2

1+αx+βx2π(x)dx=
  

9.83>1.由上述计算可知R1 和R2 的值满足定理6的条件,因此此时

x(t)、y(t)均是持续存在的.由图3(b)进一步可知该结果是正确的.

图3 不同随机因素对捕食者和食饵种群密度影响的仿真图

4 结论

本文对确定性模型(1)和随机模型(2)的动力学行为进行研究表明:恐惧效应不会对模型(1)的稳定

性产生影响,但会改变食饵和捕食者的种群密度,表现为较高的恐惧效应会降低食饵和捕食者的种群密

度;时滞不会对模型(1)的稳定性和种群密度产生明显影响;随机因素对模型(2)的稳定性和种群密度都

会产生影响,表现为较大的噪声会降低食饵和捕食者的种群密度.本文研究结果可为调控种群密度和维

持种群间的平衡提供良好参考.在今后的研究中,我们将对模型(2)是否存在平稳分布和具有遍历性进

行探讨.
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