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摘要:
 

研究了一类二维耗散非线性薛定谔方程初值问题解的时间衰减估计,其中非线性项为λ v p-1v,λ为

复常数,并且λ满足强耗散条件λ2<0,λ2 ≥
p-1
2 p

λ1 .在初值大小不受限制的条件下,得到了上述二维

耗散非线性薛定谔方程解的Lq 时间衰减估计,其中q>2.
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Abstract:
 

Time
 

decay
 

estimates
 

of
 

solutions
 

to
 

the
 

initial
 

value
 

problem
 

of
 

nonlinear
 

Schrödinger
 

equations
 

in
 

two
 

space
 

dimensions
 

were
 

studied,
 

where
 

the
 

nonlinear
 

term
 

was
   

λ v p-1v,
 

λ
 

was
 

a
 

complex
 

constant
 

and
  

λ
  

satisfied
 

the
 

strong
 

dissipative
 

condition
   

λ2 <0,
 

λ2 ≥
p-1
2 p

λ1 .We
 

obtained
 

the
 

Lq-time
 

decay
 

esti-

mates
 

of
 

the
 

solutions
 

to
 

the
 

above
 

nonlinear
 

Schrödinger
 

equations
 

without
 

assuming
 

the
 

size
 

restriction
 

on
 

the
 

initial
 

data,
 

where
  

q>2.
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0 引言

本文考虑如下二维耗散非线性薛定谔方程的初值问题:

 
i∂tv+

1
2Δv=

 

λv p-1v,

v(0,x)=φ(x).

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (1)

其中:v 是未知的复值函数,x∈R2,t≥0,λ=λ1+iλ2,λ1∈R,λ2∈R,1<p<2.若λ2 <0,则称

λ2 <0为耗散条件;若λ2 <0,
 

λ2 ≥
p-1
2 p

λ1 ,则称λ2 <0,
 

λ2 ≥
p-1
2 p

λ1 为强耗散条件.

目前,已有较多学者在耗散条件下对非线性薛定谔方程初值问题(1)解的L2 时间衰减估计和L∞
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时间衰减估计进行了研究[1-10],其中部分研究是在强耗散条件下进行的.例如:文献[7]的作者研究了一

维强耗散非线性薛定谔方程初值问题(1)解的长时间渐近行为;文献[8]的作者利用不同的方法研究了

文献[7]中的初值问题解的时间衰减估计,并改进了文献[7]中初值问题解的L∞ 时间衰减估计中的p

值下界;文献[9]的作者在临界和亚临界条件下(p(n)<p≤1+
2
n
)研究了n维非线性薛定谔方程初

值问题(1)解的时间衰减估计;文献[10]的作者在亚临界条件下研究了一维强耗散非线性薛定谔方程

的初值问题(1),并给出了其解的时间衰减估计和长时间渐近行为.基于上述研究,本文将对强耗散亚临

界条件下的二维非线性薛定谔方程初值问题(1)解的Lq 时间衰减进行估计.

1 预备知识

本文主要利用文献[9]中的求解强耗散非线性薛定谔方程解的时间衰减估计的方法来求解二维耗

散非线性薛定谔方程初值问题(1)解的Lq 时间衰减估计.本文在证明过程中主要涉及到以下符号、公

式和空间:

1)Fourier变换.定义F:f 〠̂f 为f̂(ξ)=
 1
2π∫R2

e-ix·ξf(x)dx,ξ∈R2;定义Fourier逆变换F-1:

f〠f∨为f∨(x)=
 1
2π∫R2

eix·ξf(ξ)dξ,x∈R2.

2)定义方程(1)对应的自由问题所决定的解算子U(t)为U(t)f=eitΔ/2f=(e-it|ξ|
2/2̂f)∨.因为

U(t)=MDtFM[11],其中 M=e
i
2t|x|2,(Dtf)(x)=

 1
itf
(x
t
),所以可计算出U(-t)=M-1F-1D-1

t M-1.

3)定义算子 J γ(t)为 J γ(t)=U(t)x γU(-t),
 

γ>0.

4)定义 R2 上的勒贝格空间 Lq(R2)范数为 φ Lq(R2)=∫R2
φ(x)qdx  1/q

 

(1≤q < ∞),
 

φ L∞(R2)=
 

ess.
x∈R2
supφ(x).

5)设m,s≥0,
 

r≥1,定义R2 上的加权索伯列夫空间Hm,s
r (R2)为:

 Hm,s
r (R2)={f∈S'(R2):f Hm,s

r (R2)= (I-Δ)m/2(1+ x 2)s/2f Lr(R2)< ∞},

其中S(R2)为速降函数空间.

6)定义R2 上的函数空间X1,T(R2)为:

 X1,T(R2)={y;U(-t)y∈C([0,T);H0,1(R2)∩H1,0(R2)),y X1,T(R
2)< ∞},

其中 y X1,T(R
2)=

 

sup
0≤t<T

U(-t)y(t) H0,1(R2)∩H1
,0(R2)

,
  

T >0.

为了书写方便,本文对一些符号做了简化,即令 f Lq(R2)= f Lq,
 

q ≥1,
 

Hm,s
2 (R2)=Hm,s,

 

Hm,0=Hm,同时用同一个C 表示常数.

2 主要结果及其证明

定理1 设n=2,p>1,且强耗散条件(λ2<0,
 

λ2 ≥
p-1
2 p

λ1 )成立.若φ(x)∈H0
,1∩H1,

则初值问题(1)存在唯一的全局解v∈X1,∞.当q>2,1.7808≈
3+ 17
4 <p<2时,初值问题(1)的

解满足 v(t)Lq ≤
 

C(1+t)
2
q-1+(1-

1
p-1

)β 的时间衰减估计,其中t≥0,
 2-p
p-1β<

1
q
,

 

0<β<1.

为了证明定理1,本文首先引入如下引理.
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引理1[9] 设v∈X1,∞ 是初值问题(1)的全局解,则v 满足如下的估计: �v(t)L2 ≤ �φ L2
,

 

Jv(t)L2 ≤ x φ L2
,

 

v(t)L2 ≤ φ L2.
引理2[11] 设q、r、j、m 满足1≤q,

 

r≤ ∞,
 

0≤j<m.如果f∈Hm,0
r (Rn)∩Lq(Rn),则有:

 (-Δ)j/2f Lp(Rn)≤C (-Δ)m/2f a
Lr(Rn) f 1-a

Lq(Rn)
, (2)

其中1
p =

 j
n +a(1r -

m
n
)+
1-a
q

,
 

a∈[jm
,1],

 

C 是仅和q、r、j、m、n、a有关的常数.如果m-j-
n
r

是非负整数,则上述估计仅对
 

a∈[jm
,1)成立.

定理1的证明 由文献[9]中定理1可知,初值问题(1)存在唯一全局解v∈X1,∞.下面证明解v的

时间衰减估计.对式(1)两端作用U(-t)可得:

 U(-t)(i∂tv+
1
2Δv

)=U(-t)(λ v p-1v). (3)

对式(3)左端的U(-t)(i∂tv+
1
2Δv

)进行计算可得U(-t)(i∂tv+
1
2Δv

)=i∂t(U(-t)v).对式(3)右

端的U(-t)(λ v p-1v)进行计算可得U(-t)(λ v p-1v)=λU(-t)(v p-1v).对上式右端应用

U(-t)=M-1F-1D-1
t M-1可得U(-t)(v p-1v)=M-1F-1D-1

t M-1(v p-1v).令u(t)=U(-t)v(t),

即v(t)=U(t)u(t),由 此 可 得i∂tu =λM -1F-1D-1
t M -1(U(t)u p-1U(t)u).在 上 式 右 端 应 用

U(t)=MDtFM
 

可得i∂tu=λM-1F-1D-1
t M-1(MDtFMu p-1MDtFMu),即i∂tu=λM-1F-1D-1

t ·

(DtFMu p-1DtFMu).于是再由(Dtφ)(x)=
 1
itφ

(x
t
)可得i∂tu=λt-(p-1)M-1F-1(FMu p-1FMu).

将上式作用F
 

后,将u(t)=U(-t)v(t)代入其中可得:

 i∂t(FU(-t)v)=λt-(p-1)FM-1F-1(FMU(-t)v p-1FMU(-t)v)=

  λt-(p-1)[FU(-t)v p-1FU(-t)v+FM-1F-1(FMU(-t)v p-1FMU(-t)v)- (4)

  FU(-t)v p-1FU(-t)v]=λt-(p-1) FU(-t)v p-1FU(-t)v+λR(t),
其中R(t)=t-(p-1)[FM-1F-1(FMU(-t)v p-1FMU(-t)v)- FU(-t)v p-1FU(-t)v].

引理 3 设 v ∈X1,∞ 是 初 值 问 题 (1)的 全 局 解,则 对 于 t ≥ 1,有 估 计 R(t)Lq ≤

Ct
-(p-1)-s2/2 x φ p

L2
成立,其中q=

 2
s2
,

 

0<s2 ≤1.

证明 对R(t)进行计算后R(t)可表示为:

 R(t)=t-(p-1)[(FMU(-t)v p-1FMU(-t)v)- FU(-t)v p-1FU(-t)v+
  F(M-1-1)F-1(FMU(-t)v p-1FMU(-t)v)].
由引理1和引理2可得R(t)中(FMU(-t)v p-1FMU(-t)v)- FU(-t)v p-1FU(-t)v的

Lq 范数满足如下估计:

 

(FMU(-t)v p-1FMU(-t)v)- FU(-t)v p-1FU(-t)v Lq ≤

 C(FMU(-t)v p-1
L∞ + FU(-t)v p-1

L∞
)F(M-1)U(-t)v Lq ≤

 C Jv p-1
L2

�
s1F(M-1)U(-t)v L2 ≤Ct

-s2/2 Jv p-1
L2 x

s1+s2U(-t)v L2 ≤

 Ct
-s2/2 Jv p

L2 ≤Ct
-s2/2 x φ p

L2
,

(5)

其中0≤s1 <1,
 

s1+s2=1,
 

q=
 2
s2

.用同样的方法可得R(t)中F(M-1-1)F-1(FMU(-t)v p-1·

FMU(-t)v)的Lq 范数满足如下估计:

 F(M-1-1)F-1(FMU(-t)v p-1FMU(-t)v)Lq ≤

582
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  C �
s1F(M-1-1)F-1(FMU(-t)v p-1FMU(-t)v)L2 ≤

  Ct
-s2/2 �

s1+s2 FMU(-t)v p-1FMU(-t)v L2 ≤ (6)

  Ct
-s2/2 FMU(-t)v p-1

L∞
� FMU(-t)v L2 ≤Ct

-s2/2 Jv p
L2 ≤Ct

-s2/2 x φ p
L2
,

其中0≤s1 <1,
 

s1+s2=1,
 

q=
 2
s2

.将式(5)和(6)代入到R(t)中可得 R(t)Lq ≤Ct
-(p-1)-s2/2·

x φ p
L2
,由此可知引理3得证.

由式(4)可得1
2∂t FU(-t)v 2= (Im

 

λ)t-(p-1) FU(-t)v p+1+Im(λR(t)FU(-t)v),因此有:

 ∂t FU(-t)v -(Im
 

λ)t-(p-1) FU(-t)v p ≤CR(t). (7)

由于方程(Im
 

λ)-1tp-1H-pdH -dt=0,因此求解此方程可得:

 H(t,ξ)=
 φ̂(ξ)L
(̂φ(ξ)p-1t2-p +Lp-1)1/(p-1)

, (8)

其中L=
2-p

Im
 

λ (p-1)  1/(p-1)
.在式(7)左、右两端同时乘以 H-p 可得:

 ∂t(H-p FU(-t)v )≤ Im
 

λt-(p-1)(pH-1 FU(-t)v -(H-1 FU(-t)v )p)+CH-pR(t).
(9)

于是再由Young不等式 A B ≤
1
p

A p +
1
p'

B p'(1
p +

1
p'=1)可得:

 pH-1 FU(-t)v =(p1/pH-1 FU(-t)v )p1-1/p ≤ (H-1 FU(-t)v )p +(p-1
p
)p.

将上式应用到式(9)中可得d(H-p FU(-t)v )≤(p-1
p
)p Im

 

λt-(p-1)dt+CH-p R(t)dt.对上

式从1到t进行积分后再将式(8)代入其中可得:

 H-p(t,ξ)FU(-t)v(t,ξ)≤H-p(1,ξ)FU(-t)v(1,ξ)+Ct2-p +C∫
t

1
s
(2-p)p
p-1 R(s,ξ)ds.

由上式可得 FU(-t)v(t,ξ)≤CHp(t,ξ)(t2-p +
 

∫
t

1
s
(2-p)p
p-1 R(s,ξ)ds).由于

 Hp(t,ξ)≤Ct-(2-p) φ̂(ξ)/(φ̂(ξ)
L

p-1

t2-p +1)1/(p-1),

因此可得:

 FU(-t)v(t,ξ)≤Ct-(2-p)t
-(2-p)
p-1 β

φ̂(ξ)1-β(t2-p +∫
t

1
τ

(2-p)p
p-1 R(τ,ξ)dτ)≤

  C φ̂(ξ)1-β(t
-(2-p)
p-1 β +t

-(2-p)
p-1 β-(2-p)∫

t

1
τ

(2-p)p
p-1 R(τ,ξ)dτ),

其中0<β<1.对上式取Lq 范数并应用引理3可得:

 FU(-t)v(t)Lq ≤C φ̂(ξ)1-β
Lq(t

-(2-p)
p-1 β +t

-(2-p)
p-1 β-(2-p)∫

t

1
τ

(2-p)p
p-1 R(τ)Lqdτ)≤

  Ct
-(2-p)
p-1 β +Ct

-(2-p)
p-1 β-(2-p)∫

t

1
τ

(2-p)p
p-1 -(p-1)-

s2
2dτ≤Ct

-(2-p)
p-1 β(1+t

2-p
p-1-(p-1)-

s2
2+1).

再由引理2可得 φ̂(ξ)1-β
Lq= φ̂(ξ)1-β

Lq(1-β)≤C φ̂(ξ)1-β
Hs ≤C φ̂(ξ)1-β

H1 ≤C,
 

q>2,
 

0<β<1,
 

0<s<1.经过计算可得当t→+∞ 时,t
2-p
p-1-(p-1)-

s2
2+1
→0成立,其中p 满足1.7808≈

3+ 17
4 <

p<2,故有 FU(-t)v(t)Lq ≤Ct
-(2-p)
p-1 β=Ct

(1-
1

p-1
)β.
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另外,由U(t)= MDtFM可得 v(t)Lq ≤ MDtFU(-t)v(t)Lq + MDtF(M-1)U(-t)v(t)Lq.

对上式右侧的第2项进行计算可得 MDtFU(-t)v(t)Lq=
 

t
2
q-1

FU(-t)v(t)Lq.于是再应用引理3

的证明方法可得 MDtF(M-1)U(-t)v(t)Lq=t
2
q-1

F(M-1)U(-t)v(t)Lq ≤Ct
2
q-1-

1
q x φ L2

,
 

q=
 2
s2
,

 

0<s2 <1.基 于 该 结 果 可 进 一 步 得 v(t)Lq ≤ Ct
2
q-1(t

(1-
1

p-1
)β +t

-
1
q x φ L2

)≤

Ct
2
q-1+(1-

1
p-1

)β,其中2-p
p-1β<

1
q
,

 

1.7808≈
3+ 17
4 <p<2,

 

0<β<1.定理1证毕.
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