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摘要:
 

利用修正的辅助方程法研究了Kadomtsov-Petviashvili-Benjamin-Bona-Mahony(KP-BBM)方程的行

波解,得到了该方程的双曲余切函数解和雅克比椭圆函数解,并利用 Matlab软件给出了所得解的性态行为.
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Abstract:
 

The
 

traveling
 

wave
 

solution
 

of
 

the
 

Kadomtsov-Petviashvili-Benjamin-Bona-Mahony(KP-BBM)
 

equation
 

was
 

studied
 

by
 

the
 

modified
 

auxiliary
 

equation
 

method.The
 

Hyperbolic
 

cotangent
 

solution
 

and
 

the
 

Jacobi
 

elliptic
 

function
 

solution
 

of
 

the
 

equation
 

were
 

obtained,
 

and
 

the
 

sexual
 

behavior
 

of
 

the
 

obtained
 

solution
 

was
 

given
 

by
 

using
 

Matlab
 

software.
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0 引言

非线性偏微分方程广泛存在于多个领域中,如流体动力学、量子力学、浅水波理论、生物技术、信号

处理等[1].为此,学者们建立了许多有效的方法来获得非线性偏微分方程的精确解,如(G'/G)展开

法[2-9]、Homtpy微扰技术[10]、Lie对称分析方法[11-12]、各种块状孤子[13-14]等.
Kadomtsov-Petviashvili-Benjamin-Bona-Mahony(KP-BBM)方程为:

 uxt+uxx +α(u2)xx +βuxxxt+γuyy =
 

0, (1)

其中α、β、γ 分别是非线性项、色散项和耗散项的系数.由于该方程可描述某些非线性色散系统中的双

向小振幅和弱色散长波,因此许多学者对其进行了研究.例如:Song等[15]利用动力学系统的分岔方法

研究了方程(1)的分岔相图,并给出了方程(1)在不同参数条件下的孤立波数量,同时通过一些特殊的同
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宿轨道得到了方程(1)的8个精确的孤立波解;Tariq等[16]借助辅助方程法得到了KP-BBM 方程的三

角函数解;Saha等[17]利用截断的Painlevé展开法生成了一个自动Bäcklund变换,并由此确定了KP-

BBM方程的一些新的亮孤子解;Manafian等[18]构造了方程(1)的周期波解,并通过数值模拟解的图形

得到了方程(1)的多波、呼吸波、周期性、交叉扭折波解.基于上述研究,本文利用修正的辅助方程法研究

KP-BBM方程的行波解,并利用Matlab软件给出了该方程的行波解在不同参数条件下的3D图和2D图.

1 修正辅助方程法

本文考虑如下非线性偏微分方程:

 P(u,ux,uy,ut,uxx,uxy,uxt,…)=
 

0, (2)

其中P 是多项式函数.修正辅助方程法的步骤为:

第1步 令行波变换

 u(x,y,t)=U(ζ),
 

ζ=x+y-Ct, (3)

其中C 为波速.将式(3)代入到式(2)中可得到以下常微分方程:

 P(U,U',U″,…)=
 

0, (4)

其中U'=
 dU
dζ

.

第2步 假设方程(4)有如下形式的解:

 U(ζ)=∑
n

i= -n
λiφi(ζ), (5)

其中n 是正整数,λi 是待确定的任意常数,φ(ζ)满足:

 φ'2(ζ)=a+bφ2(ζ)+cφ4(ζ), (6)

其中a、b、c是常数且不全为零.方程(6)具有以下形式的解[19]:①当a=
 

1、b=-(1+m2)、c=m2时,

φ(ζ)=sn(ζ,m),其中m 表示椭圆模量,并且0<m <1.②当a=
 

1-m2、b=
 

2m2-1、c=-m2 时,

φ(ζ)=cn(ζ,m),其中m 表示椭圆模量,并且0<m <1.③ 当a=m2-1、b=
 

2-m2、c=-1时,

φ(ζ)=dn(ζ,m),其中m 表示椭圆模量,并且0<m<1.④当a=m2、b=-(1+m2)、c=
 

1时,φ(ζ)=
ns(ζ,m),其中m 表示椭圆模量,并且0<m <1.⑤ 当a=

 

1-m2、b=
 

2-m2、c=
 

1时,φ(ζ)=
cs(ζ,m),其中m 表示椭圆模量,并且0<m <1.⑥当a=

 

1、b=
 

2m2-1、c=m2(m2-1)时,φ(ζ)=
sd(ζ,m),其中m 表示椭圆模量,并且0<m <1.

第3步 首先,根据齐次平衡原则计算式(5)中n的值;然后,将式(5)和式(6)代入到式(4)中求出

关于φj(ζ)的多项式,并令φj(ζ)的系数为零,以此可得到关于C、a、b、c、α、β、γ、λi(i=-2,-1,0,1,

2)的代数方程组;最后,求解所得的代数方程组即可得到方程(1)的解.

2 KP-BBM 方程的行波解

将式(3)代入方程(1)中可得:

 (1+γ-C)U″+2αU'2+2αUU″-CβU″″=
 

0. (7)

对方程(7)进行积分(令积分常数为零)可得以下方程:

 (1+γ-C)U'+2αUU'-CβU‴=
 

0. (8)

由平衡方程(8)中的最高阶非线性项UU'和最高阶导数项U‴ 可得n=
 

2.由此可知式(5)可写为:

 U(ζ)=λ0+λ1φ1(ζ)+λ-1φ-1(ζ)+λ2φ2(ζ)+λ-2φ-2(ζ). (9)

将式(9)和式(6)代入式(8)中可得到一个关于φj(ζ)的多项式.令每个关于φj(ζ)的多项式的系数为

零,则可得到如下关于C、a、b、c、α、β、γ、λi(i=-2,-1,0,1,2)的代数方程组:
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4αλ2
2-24Cβcλ2=

 

0,

6αλ1λ2-6Cβcλ1=
 

0,

-4αλ2
-2+24Cβaλ-2=

 

0,

-6αλ-1λ-2+6Cβaλ-1=
 

0,

λ1+γλ1-Cλ1+2αλ0λ1+2αλ-1λ2-Cβbλ1=
 

0,

-λ-1-γλ-1+Cλ-1-2αλ0λ-1-2αλ1λ-2+Cβbλ-1=
 

0,

-2λ-2-2γλ-2+2Cλ-2-4αλ0λ-2-2αλ2
-1+8Cβbλ-2=

 

0,

2λ2+2γλ2-2Cλ2+4αλ0λ2+2αλ2
1-8Cβbλ2=

 

0.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(10)

解代数方程组(10)可得以下几组解:

第1组的解为:λ-2=
 6Cβc
α
,

 

λ-1=
 

0,
 

λ0=
 4Cβb-1-γ+C

2α
,

 

λ1=
 

0,
 

λ2=
 

0.将上述解代入式(9)

中可得方程(1)的解为:

 U(ζ)=
 4Cbβ-1-γ+C

2α +
6Ccβ
α φ-2(ζ). (11)

1)当a=
 

1、b=-(1+m2)、c=m2 时,由式(3)可知式(11)可以转化为:

 u1(x,y,t)=
 -4Cβ(1+m2)-1-γ+C

2α +
6Cβm2

α
1

sn2(ζ,m)
, (12)

其中ζ=x+y-Ct.当m →1时,式(12)可以转化为:

 u2(x,y,t)=
 -8Cβ-1-γ+C

2α +
6Cβ
α coth2(x+y-Ct).

2)当a=
 

1-m2、b=
 

2m2-1、c=-m2 时,由式(3)可知式(11)可以转化为:

 u3(x,y,t)=
 4Cβ(2m2-1)-1-γ+C

2α +-6Cβm2

α
1

cn2(ζ,m)
,

其中ζ=x+y-Ct,
 

0<m <1.
3)当a=m2-1、b=

 

2-m2、c=-1时,由式(3)可知式(11)可以转化为:

 u4(x,y,t)=
 4Cβ(2-m2)-1-γ+C

2α +-6Cβ
α

1
dn2(ζ,m)

,

其中ζ=x+y-Ct,
 

0<m <1.
4)当a=m2、b=-(1+m2)、c=

 

1时,由式(3)可知式(11)可以转化为:

 u5(x,y,t)=
 -4Cβ(1+m2)-1-γ+C

2α +
6Cβ
α

1
ns2(ζ,m)

,

其中ζ=x+y-Ct,
 

0<m <1.
5)当a=

 

1-m2、b=
 

2-m2、c=
 

1时,由式(3)可知式(11)可以转化为:

 u6(x,y,t)=
 4Cβ(2-m2)-1-γ+C

2α +
6Cβ
α

1
cs2(ζ,m)

,

其中ζ=x+y-Ct,
 

0<m <1.
6)当a=

 

1、b=
 

2m2-1、c=m2(m2-1)时,由式(3)可知式(11)可以转化为:

 u7(x,y,t)=
 4Cβ(2m2-1)-1-γ+C

2α +
6m2(m2-1)Cβ

α
1

sd2(ζ,m)
,

其中ζ=x+y-Ct,
 

0<m <1.

第2组的解为:λ-2=
 6Cβa
α

,
 

λ-1=
 

0,
 

λ0=
 1+γ-C-4Cβb

-2α
,

 

λ1=
 

0,
 

λ2=
 6Cβc
α .将上述解代入

式(9)中可得方程(1)的解为:
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 U(ζ)=
 1+γ-C-4Cβb

-2α +
6Cβc
α φ2(ζ)+

6Cβa
α φ-2(ζ). (13)

1)当a=
 

1、b=-(1+m2)、c=m2 时,由式(3)可知式(13)可以转化为:

 u8(x,y,t)=
 1+γ-C+4Cβ(1+m2)

-2α +
6Cβm2

α sn2(ζ,m)+
6Cβ
α

1
sn2(ζ,m)

,

其中ζ=x+y-Ct,
 

0<m <1.
2)当a=

 

1-m2、b=
 

2m2-1、c=-m2 时,由式(3)可知式(13)可以转化为:

 u9(x,y,t)=
 1+γ-C-4Cβ(2m2-1)

-2α +-6Cβm2

α cn2(ζ,m)+
6Cβ(1-m2)

α
1

cn2(ζ,m)
,

其中ζ=x+y-Ct,
 

0<m <1.

3)当a=m2-1、b=
 

2-m2、c=-1时,由式(3)可知式(13)可以转化为:

 u10(x,y,t)=
 1+γ-C-4Cβ(2-m2)

-2α +-6Cβ
α dn2(ζ,m)+

6Cβ(m2-1)
α

1
dn2(ζ,m)

,

其中ζ=x+y-Ct,
 

0<m <1.
4)当a=m2、b=-(1+m2)、c=

 

1时,由式(3)可知式(13)可以转化为:

 u11(x,y,t)=
 1+γ-C+4Cβ(1+m2)

-2α +
6Cβ
α ns2(ζ,m)+

6Cβm2

α
1

ns2(ζ,m)
,

其中ζ=x+y-Ct,
 

0<m <1.
5)当a=

 

1-m2、b=
 

2-m2、c=
 

1时,由式(3)可知式(13)可以转化为:

 u12(x,y,t)=
 1+γ-C-4Cβ(2-m2)

-2α +
6Cβ
α cs2(ζ,m)+

6Cβ(1-m2)
α

1
cs2(ζ,m)

,

其中ζ=x+y-Ct,
 

并且0<m <1.

6)当a=
 

1、b=
 

2m2-1、c=m2(m2-1)时,由式(3)可知式(13)可以转化为:

 u13(x,y,t)=
 1+γ-C-4Cβ(2m2-1)

-2α +
6m2(m2-1)Cβ

α sd2(ζ,m)+
6Cβ
α

1
sd2(ζ,m)

,

其中ζ=x+y-Ct,
 

0<m <1.

第3组的解为:λ-2=
 

0,
 

λ-1=
 

0,
 

λ0=
 4Cβb-1-γ+C

2α
,

 

λ1=
 

0,
 

λ2=
 6Cβc
α .将上述解代入到式

(9)中可得方程(1)的解为:

 U(ζ)=
 4Cβb-1-γ+C

2α +
6Cβc
α φ2(ζ). (14)

1)当a=
 

1、b=-(1+m2)、c=m2 时,由式(3)可知式(14)可以转化为:

 u14(x,y,t)=
 -4Cβ(1+m2)-1-γ+C

2α +
6Cβm2

α sn2(ζ,m),

其中ζ=x+y-Ct,
 

0<m <1.
2)当a=

 

1-m2、b=
 

2m2-1、c=-m2 时,由式(3)可知式(14)可以转化为:

 u15(x,y,t)=
 4Cβ(2m2-1)-1-γ+C

2α +-6Cβm2

α cn2(ζ,m),

其中ζ=x+y-Ct,
 

0<m <1.
3)当a=m2-1、b=

 

2-m2、c=-1时,由式(3)可知式(14)可以转化为:

 u16(x,y,t)=
 4Cβ(2-m2)-1-γ+C

2α +-6Cβ
α dn2(ζ,m),

其中ζ=x+y-Ct,
 

0<m <1.
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4)当a=m2、b=-(1+m2)、c=
 

1时,由式(3)可知式(14)可以转化为:

 u17(x,y,t)=
 -4Cβ(1+m2)-1-γ+C

2α +
6Cβ
α ns2(ζ,m),

其中ζ=x+y-Ct,
 

0<m <1.
5)当a=

 

1-m2、b=
 

2-m2、c=
 

1时,由式(3)可知式(14)可以转化为:

 u18(x,y,t)=
 4Cβ(2-m2)-1-γ+C

2α +
6Cβ
α cs2(ζ,m),

其中ζ=x+y-Ct,
 

0<m <1.
6)当a=

 

1、b=
 

2m2-1、c=m2(m2-1)时,由式(3)可知式(14)可以转化为:

 u19(x,y,t)=
 4Cβ(2m2-1)-1-γ+C

2α +
6m2(m2-1)Cβ

α sd2(ζ,m),

其中ζ=x+y-Ct,
 

0<m <1.

3 解的性态分析

图1是方程(1)的解u2(x,y,t)在-5≤x,y≤5区间内的3D图(a)和2D图(b).其中:3D图的

参数为α=
 

2,β=
 

1,γ=
 

4,C=
 

1,t=
 

1;2D图中y=
 

2.由图1可以看出,解u2(x,y,t)有一个尖峰,

并且图中的曲线无限接近x 轴,所以图1是方程(1)的一个双曲余切函数解.
图2—图6是方程(1)的解u3(x,y,t)、u4(x,y,t)、u6(x,y,t)、u8(x,y,t)、u14(x,y,t)在-5≤

x,y≤5区间内的3D图(a)和2D图(b).其中:3D图的参数分别为α=
 

2,β=
 

1,γ=
 

4,C=
 

1,t=
 

1,

m=
 

0.4;2D图中y=
 

2.由图2(a)—图6(a)可以看出,解u3(x,y,t)、u4(x,y,t)、u6(x,y,t)、u8(x,

y,t)、u14(x,y,t)有多个峰波,并且高度不同;由图2(b)— 图6(b)可以看出,解u3(x,y,t)、u4(x,y,

t)、u6(x,y,t)、u8(x,y,t)、u14(x,y,t)是一组连续波组:所以,图2— 图6是方程(1)的周期波解.

图1 解u2(x,y,t)的3D图(a)和2D图(b)

图2 解u3(x,y,t)的3D图(a)和2D图(b)
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图3 解u4(x,y,t)的3D图(a)和2D图(b)

图4 解u6(x,y,t)的3D图(a)和2D图(b)

图5 解u8(x,y,t)的3D图(a)和2D图(b)

图6 解u14(x,y,t)的3D图(a)和2D图(b)
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