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摘要:
 

将6种不同的凸函数与非对称的Green-Osher不等式相结合,得到了两个凸体处于膨胀位置时的相对

曲率积分型不等式,该结果推广了文献[5]中关于闭凸曲线型积分不等式的相关结果.
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Abstract:
  

By
 

combining
 

six
 

different
 

convex
 

functions
 

with
 

the
 

asymmetric
 

Green-Osher
 

inequality,
 

the
 

inte-

gral
 

inequality
 

of
 

relative
 

curvature
 

when
 

two
 

convex
 

bodies
 

are
 

in
 

the
 

position
 

of
 

expansion
 

is
 

obtained,
 

and
 

the
 

result
 

generalizes
 

the
 

integral
 

inequality
 

of
 

closed
 

convex
 

curves
 

in
 

literature
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0 引言

1999年,Green和Osher[1]在假设K 是平面上的一个严格凸体,E是平面上的一个关于原点对称的

严格凸体的情况下,证明了如下不等式(Green-Osher不等式):

 1
V(E)

 

∫
2π

0
F(ρ(θ))hE(θ)(hE(θ)+h″E(θ))dθ≥F(-t1)+F(-t2).

其中:ρ(θ)是K 相对于E 的相对曲率半径,F(x)是(0,+∞)上的一个严格凸函数,t1 和t2 是K 相对

于E 的Steiner多项式的两个根.2016年,Xi等[2]为了解决平面上的Dar猜想,给出了膨胀位置的定义:

设K 和P 是两个平面凸体,如果原点o∈K ∩P 且r(K,P)⊂K ⊂R(K,P),则称凸体K 和P 处于

膨胀位置,其中r(K,P)和R(K,P)分别是K 相对于P 的相对内半径和相对外半径,即:

 r(K,P)=
 

maxt>0:x+tP ⊂K,x∈Rn  ,

 R(K,P)=
 

mint>0:x+tP ⊃K,x∈Rn  .
2019年,Yang[3]利用文献[2]中定义的膨胀位置给出了非对称凸体的Green-Osher不等式成立的

充分必要条件,并得到如下引理1.
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引理1[3] 设K 和P 是平面上的两个光滑的严格凸体,ρK,P
(θ)是K 相对于P 的相对曲率半径,如

果K 和P 处于膨胀位置,F(x)是(0,+∞)上的一个严格凸函数,则有:

 1
V(P)

 

∫
2π

0
F(ρK,P

(θ))hP(θ)(hP(θ)+h″P(θ))dθ≥F(-t1)+F(-t2).

其中:t1 和t2 为K 相对于P 的Steiner多项式的两个根,等号成立当且仅当K 和P 位似.

2022年,Zeng等[4]在文献[3]的工作基础上,利用非对称的Green-Osher不等式证明了平面凸体

曲率熵的log-Minkowski不等式.2023年,张泽源等[5]讨论了平面凸体K 的曲率积分型不等式,并利用

Green-Osher不等式得到了如下结果:

 ∫
2π

0
f
1
κ  dθ≥2πf L

2π  , (1)

 ∫
2π

0
f
1
κ  dθ≥4π2(1-L)+

πL
Aln2π.

(2)

其中:式(1)等号成立当且仅当K 为圆盘;式(2)等号成立当且仅当K 为周长为1的圆盘;L 和A 分别

为K 的周长和面积;1
κ

是K 的边界曲线的曲率半径;f为函数ex、ex +e-x、ex -e-x 时,式(1)成立;f

为函数-
lnx
x

时,式(2)成立.受文献[4]和文献[5]的启发,本文将6种不同的凸函数与非对称的

Green-Osher不等式相结合,得到了这些凸函数的相对曲率积分下界(这些下界仅与平面凸体的面积和

混合面积有关).特别的,当其中一个凸体为单位圆盘时,式(1)和式(2)成立,因此本文的研究结果是对

式(1)和式(2)的一种推广.

1 预备知识

记Rn 为n维的欧几里得空间,称Rn 中具有非空内部的紧凸集为凸体,记Кn 为所有凸体的集合,Кn
0

为内部包含原点的所有凸体的集合.有关凸体的相关理论可参见文献[6-8].
定义1[6] 设K∈Кn,并定义其支撑函数hK:Rn →R为:hK(x)=

 

maxx·y;y∈K  ,
   

x∈Rn,

其中x·y 为Rn 中的标准内积.
由定义1易知,凸体的支撑函数具有一阶齐次可加性,并且可以唯一确定凸体.
设K,P∈Кn,

 

λ∈R且λ>0,定义K 与λ的Minkowski乘法为λK= λx;x∈K  ,定义K 与P
的Minkowski加法为K+P= x+y;x∈K,y∈P  .对于平面中的两个凸体K 和P,其 Minkowski
组合(K +tP)的面积(V(K +tP))可以用相对Steiner多项式来表示,即:

 V(K +tP)=V(K)+2V(K,P)t+V(P)t2.
其中:V(K,P)是K 和P 的Minkowski混合面积.如果平面中的两个凸体K 和P 的支撑函数hK 和hP

是光滑的,则有V(K,P)=
 1
2

 

∫
2π

0
hK(θ)(hP(θ)+h″P(θ))dθ=

 1
2

 

∫
2π

0
hP(θ)(hK(θ)+h″K(θ))dθ.

定义K 相对于P的相对曲率κK,P 为κK,P=
 hP +h″P
hK +h″K

,定义K 相对于P的相对曲率半径ρK,P 为
 

ρK,P =
 

hK +h″K
hP +h″P

,于是由Minkowski不等式(V(K,P)2-V(K)V(P)≥0)可知V(K+tP)=0有2个负的实

根.本文用t1 和t2 来表示K 相对于P 的Steiner多项式的2个负实根,即:

 t1=-
V(K,P)
V(P) +

δ
V(P)

,
 

t2=-
V(K,P)
V(P) -

δ
V(P).

(3)

其中:δ= V(K,P)2-V(K)V(P).关于Steiner多项式根的相关理论可参见文献[9]和[10].
引理2[11] 设K 为R2 中的凸体,记V(K)为K 的面积,dVK 和ds分别为K 和其边界曲线∂K 的
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面积微元和弧长微元,则有:①ds=(hK +h″K)dθ;②κ=
 1
hK +h″K

;③V(K)=
 1
2

 

∫S1
hK(hK +h″K)dθ;

④dVK =
 1
2hK(hK +h″K)dθ.

定义2[12] 设 K,P ∈Кn
0,ω 是 Rn 中的单位球面Sn-1 上的 Borel集,则称VK,P(ω)=

 1
n
·

∫ω
hP(u)dSK(u)是K 和P 的混合锥体积测度.由该式可知

 

∫Sn-1dVK,P 正好是第1个混合体积V1(K,

P),即V1(K,P)=
 

∫Sn-1dVK,P,且在平面上有V1(K,P)=V1(P,K).

注1 在本文中用V(K,P)代替V1(K,P),记B 为R2 中的单位圆.

2 主要结果及其证明

定理1 设K 和P 是R2 中的两个光滑的严格凸体,ρK,P
(θ)是K 相对于P 的相对曲率半径.如果

K 和P 处于膨胀位置,F(x)是定义在区间(0,+ ∞)上的一个严格凸函数,则有∫S1
e

1
κK,PdVP ≥

V(P)e
V(K,P)
V(P) ,等号成立当且仅当K 和P 位似.

证明 令 F(x)=ex,于 是 利 用 引 理1和 式(3)可 得 2
V(P)

 

∫S1
e

hK+h″K
hP+h″PdVP ≥e

-t1 +e
-t2 =

e
V(K,P)
V(P) e

-δ
V(P)+e

δ
V(P)  .对该式运用均值不等式可得 2

V(P)
 

∫S1
e

hK+h″K
hP+h″PdVP ≥2e

V(K,P)
V(P) ,即∫S1

e
1

κK,PdVP ≥

V(P)e
V(K,P)
V(P) .再由引理1可知,定理1中的等号成立当且仅当K 和P 位似.

在定理1中取P=B 可得到以下推论1和推论2成立.
推论1 设K∈К20 是光滑的严格凸体,记κ 和V(K)分别是K 的边界曲线的曲率和面积,则有

2πe
V(K)
π -

 

∫∂K
κe

1
κ
ds≤0,等号成立当且仅当K 为圆盘.

证明 由 2
V(P)

 

∫S1
e

hK+h″K
hP+h″PdVP ≥2e

V(K,P)
V(P) 可知-

 

∫S1
e

hK+h″K
hP+h″PdVP ≤

 

-V(P)e
V(K,P)
V(P) .再由V(K,P)2-

V(K)V(P)≥0可知V(K,P)≥ V(K)V(P),所以有

 -
 

∫S1
e

hK+h″K
hP+h″PdVP ≤

 

-V(P)e
V(K)
V(P). (4)

下面考虑

 -
 

∫S1
e

hK+h″K
hP+h″PdVP =-

1
2

 

∫S1
e

hK+h″K
hP+h″P hP +h″P

hK +h″K
hP(hK +h″K)dθ=-

 

∫S1

hP +h″P
hK +h″K

e
hK+h″K
hP+h″PdVK,P.(5)

由式(4)和式(5)可得:

 V(P)e
V(K)
V(P)-

 

∫S1

hP +h″P
hK +h″K

e
hK+h″K
hP+h″PdVK,P ≤0. (6)

在式(6)中取 P =B,于是再由κ =
 1
hK +h″K

可得:V(P)e
V(K)
V(P) -

 

∫S1

hP +h″P
hK +h″K

e
hK+h″K
hP+h″PdVK,P ≤0,

 

V(P)e
V(K)
V(P)-

 

∫S1
κe

1
κdVK,B ≤0,

 

2πe
V(K)
π -

 

∫∂K
κe

1
κds≤0.由此再由定理1知,推论1中式子的等号成

立当且仅当K 和P 位似,故K 是一个圆盘.
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推论2 设K∈К20 是光滑的严格凸体,记κ 和V(K)分别是K 的边界曲线的曲率和面积,则有

∫∂K
κe

V(K)
π -e

1
κ  ds≤0,等号成立当且仅当K 为圆盘.

证明 将ds=(hK +h″K)dθ,
 

κ=
 1
hK +h″K

和∫S1
dθ=2π代入推论1中的公式可得:

 2πe
V(K)
π -

 

∫∂K
κe

1
κds=

 

∫S1

1
hK +h″K

(hK +h″K)e
V(K)
π dθ-

 

∫∂K
κe

1
κds=

 

∫∂K
κe

V(K)
π -e

1
κ  ds≤0.

定理2 设K 和P 是R2 中的两个光滑的严格凸体,ρK,P
(θ)是K 相对于P 的相对曲率半径.如果

K 和P 处于膨胀位置,F(x)是定义在区间(0,+∞)上的严格凸函数,则有:

 ∫S1
e

1
κK,P -e

-
1

κK,P  dVP ≥V(P)e
V(K,P)
V(P) -e

-
V(K,P)
V(P)  , (7)

等号成立当且仅当K 和P 位似.
证明 令F(x)=ex -e-x,于是利用引理1和式(3)得:

 2
V(P)

 

∫S1
e

hK+h″K
hP+h″P -e

-
hK+h″K
hP+h″P  dVP ≥e

V(K,P)
V(P) e

-
δ

V(P)+e
δ

V(P)  -e
-

V(K,P)
V(P) e

δ
V(P)+e

-
δ

V(P)  .

对上式运用均值不等式可得 2
V(P)

 

∫S1
e

hK+h″K
hP+h″P -e

-
hK+h″K
hP+h″P  dVP ≥2e

V(K,P)
V(P) -e

-
V(K,P)
V(P)  ,由此可得式(7)

成立.于是再根据引理1可知,定理2中的等号成立当且仅当K 和P 位似.证毕.
定理3 设K 和P 是R2 中的两个光滑的严格凸体,ρK,P

(θ)是K 相对于P 的相对曲率半径.如果

K 和P 处于膨胀位置,F(x)是定义在区间(0,+∞)上的一个严格凸函数,则有:

 ∫S1
e

1
κK,P +e

-
1

κK,P  dVP ≥V(P)e
V(K,P)
V(P) +e

-
V(K,P)
V(P)  , (8)

等号成立当且仅当K 和P 位似.
证明 令F(x)=ex +e-x,于是利用引理1和式(3)可得:

 2
V(P)

 

∫S1
e

hK+h″K
hP+h″P +e

-
hK+h″K
hP+h″P  dVP =e

V(K,P)
V(P) e

-
δ

V(P)+e
δ

V(P)  +e
-

V(K,P)
V(P) e

δ
V(P)+e

-
δ

V(P)  .

对上式运用均值不等式可得 2
V(P)

 

∫S1
e

hK+h″K
hP+h″P +e

-
hK+h″K
hP+h″P  dVP ≥2e

V(K,P)
V(P) +e

-
V(K,P)
V(P)  ,由此可得式(8)

成立.于是再根据引理1可知,定理3中的等号成立当且仅当K 和P 位似.证毕.
定理4 设K 和P 是R2 中的两个光滑的严格凸体,ρK,P

(θ)是K 相对于P 的相对曲率半径.如果

K 和P 处于膨胀位置,F(x)是定义在区间(0,+∞)上的一个严格凸函数,则有:

 ∫S1
κK,PlnκK,PdVP ≥V(P)2(1-V(K,P))+

V(P)V(K,P)
V(K) lnV(P), (9)

等号成立当且仅当K 和P 位似.

证明 令F(x)=-
lnx
x
,于是利用引理1和式(3)可得:

 2
V(P)

 

∫S1
-
hP +h″P
hK +h″K

ln
hK +h″K
hP +h″P    dVP ≥

 

-
ln(-t1)

-t1
-
ln(-t2)

-t2
=

  -
V(P)

V(K,P)-δln
V(K,P)-δ

V(P)  + V(P)
V(K,P)+δln

V(K,P)+δ
V(P)    =

  -V(P)ln
(V(K,P)-δ)
V(K,P)-δ +

ln(V(K,P)+δ)
V(K,P)+δ -

lnV(P)
V(K,P)-δ-

lnV(P)
V(K,P)+δ

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =

  V(P)-
ln(V(K,P)-δ)

V(K,P)-δ -
ln(V(K,P)+δ)

V(K,P)+δ +
2V(K,P)
V(K)V(P)lnV

(P)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ≥
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  V(P)-(V(K,P)-δ)+1-(V(K,P)+δ)+1+
2V(K,P)
V(K)V(P)lnV

(P)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =

  2V(P)(1-V(K,P))+
2V(K,P)
V(K) lnV

(P).

由上式可得 2
V(P)

 

∫S1
-
hP +h″P
hK +h″K

ln
hK +h″K
hP +h″P    dVP ≥2V(P)(1-V(K,P))+

2V(K,P)
V(K) lnV

(P),

由此可得式(9)成立.对该式应用-
lnx
x ≥

 

-x+1进行放缩后再根据引理1可知,定理4中的等号成

立当且仅当K 和P 位似.证毕.
定理5 设K 和P 是R2 中的两个光滑的严格凸体,ρK,P

(θ)是K 相对于P 的相对曲率半径.如果

K 和P 处于膨胀位置,F(x)是定义在区间(0,+ ∞)上的一个严格凸函数,则有∫S1
κK,PdVP ≥

V(K,P)V(P)
V(K)

,等号成立当且仅当K 和P 位似.

证明 令 F(x)=
 1
x
,于是利用引理1和式(3)可得∫S1

hP +h″P
hK +h″K

dVP ≥
V(K,P)V(P)

V(K)
,即

∫S1
κK,PdVP ≥

V(K,P)V(P)
V(K) .于是再根据引理1可知,定理5中的等号成立当且仅当K 和P 位.证毕.

在定理5中取P=B 可得到以下推论3成立.
推论3 设K∈К20 是光滑的严格凸体,记κ 和V(K)分别是K 的边界曲线的曲率和面积,则有

2π π
V(K)-

 

∫∂K
κ2ds≤0,等号成立当且仅当K 为圆盘.

由定理5可知,推论3中的等号成立当且仅当K 和P 位似,故K 是一个圆盘.将ds=(hK +
 

h″K)dθ,

κ=
  1
hK +h″K

和∫S1
dθ=2π代入推论3中的公式可得如下推论4.

推论4 设K∈К20 是光滑的严格凸体,记κ 和V(K)分别是K 的边界曲线的曲率和面积,则有

∫∂K
κ π

V(K)-κ2  ds≤0,等号成立当且仅当K 为圆盘.

定理6 设K 和P 是R2 中的两个光滑的严格凸体,ρK,P
(θ)是K 相对于P 的相对曲率半径.如果

K 和P 处于膨胀位置,F(x)是定义在区间(0,+∞)上的一个严格凸函数,则有:

 ∫S1

1
κK,P

+lnκK,P  dVP ≥V(K,P)-2V(P)ln
V(K)
V(P)

,

等号成立当且仅当K 和P 位似.
证明 令F(x)=x-lnx,于是利用引理1和式(3)可得:

 ∫S1

hK +h″K
hP +h″P

-ln
hK +h″K
hP +h″P  dVP ≥V(K,P)-2V(P)ln

V(K)
V(P)

,

 ∫S1

1
κK,P

+lnκK,P  dVP ≥V(K,P)-2V(P)ln
V(K)
V(P).

由上式再根据引理1可知,定理6中的等号成立当且仅当K 和P 位似.证毕.
在定理6中取P=B 可得到以下推论5.
推论5 设K ∈К20 为光滑的严格凸体,记κ 和V(K)分别为K 的边界曲线的曲率和面积,则有

4πlnV
(K)
π -2 πV(K)+∫∂K

(1+κlnκ)ds≥0,等号成立当且仅当K 为圆盘.

由定理6可知,推论5中的等号成立当且仅当K 和P 位似,故K 是一个圆盘.将ds=(hK +
 

h″K)dθ,
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κ=
  1
hK +h″K

和∫S1
dθ=2π代入推论5中的公式可得如下推论6.

推论6 设K∈К20 是光滑的严格凸体,记κ 和V(K)分别是K 的边界曲线的曲率和面积,则有

∫∂K
2κlnV

(K)
π +κlnκ-κ V(K)

π +1  ds≥0,等号成立当且仅当K 为圆盘.

在引理1中若取函数F(x)分别为xβ 和-xγ,并取β>1和0<γ<1,则由此可得如下引理3.
引理3[9] 设K 和P 是R2 中的两光滑严格凸体,κK,P 是K 相对于P 的相对曲率.若K 和P 处于

膨胀位置,β >1,0<γ <1,则有∫S1

1
κK,P  βdVP ≥V(K,P)βV(P)1-β,

 

∫S1

1
κK,P  γdVP ≤V(K,

P)γV(P)1-γ,且式中的等号成立当且仅当K 和P 位似.
在引理3中取P=B 可得如下推论7(运用推论1的证明方法).
推论7 设K∈К20 是光滑的严格凸体,记κ 和V(K)分别是K 的边界曲线的曲率和面积,则有

∫∂K
κ1-βds-2π

V(K)
π  

β
2
≥0,

 

∫∂K
κ1-γds-2π

V(K)
π  

γ
2
≤0,其中β>1,0<γ<1.

由引理3可知,推论7中的等号成立当且仅当K 和P 位似,故K 是一个圆盘.在推论7中运用推论

2的证明方法可得如下推论8.
推论8 设K∈К20 是光滑的严格凸体,记κ 和V(K)分别是K 的边界曲线的曲率和面积,则有

∫∂K
κ1-β -κ V(K)

π  
β
2  ds≥0, 

∫∂K
κ1-γ -κ V(K)

π  
γ
2  ds≤0,其中β>1,0<γ<1,等号成立当

且仅当K 为圆盘.
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