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摘要:
 

讨论了一类切换正时滞系统的稳定性和镇定性.首先,通过构造多元共正李雅普诺夫泛函,得到了切换

正时滞系统在可容许边依赖平均驻留时间(AED-ADT)切换信号下的有限时间稳定的充分条件;其次,设计

了一类状态反馈控制器,并给出了闭环系统在AED-ADT切换信号下具有有限时间稳定的判据.最后,利用

两个算例验证了所得结果的正确性.
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Abstract:
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0 引言

切换正系统是一种典型的混杂系统,在多个领域中有着广泛的应用,如在编队飞行[1]、网络拥堵控

制[2]、飞行器控制[3]等.时滞是控制系统中普遍存在的一种现象.由于时滞可能会导致系统出现不稳定

的现象,因此研究带有时滞的切换正系统的稳定性具有重要意义.研究表明,即使系统的所有子系统都

是稳定的,但因切换信号不同也会导致整个系统出现不稳定的现象[4].目前,常见的切换信号有驻留时

间(DT)[5-6]、平均驻留时间(ADT)[7-10]和模态依赖平均驻留时间(MDADT)[11-12]等.这3个切换信号均
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要求系统的每个子系统的DT值、ADT值、
 

MDADT值要大于一个常数,但DT切换信号未考虑子系统

的补偿效应,ADT切换信号未考虑子系统之间的差异性,MDADT切换信号未考虑子系统是否可以切

换到其他所有子系统.为此,Yang等在2018年通过引入可容许切换边的概念,提出了可容许边依赖平

均驻留时间(AED-ADT)切换信号[13].由于该切换信号不仅具有更好的灵活性,而且还放宽了对受约

束切换信号的限制;因此,AED-ADT切换信号受到许多学者的关注.基于Yang等的研究,本文研究了

一类切换正时滞系统(式(1))在AED-ADT切换信号下的有限时间稳定问题,并通过数值例子验证了

所得结果的有效性.

 
ẋ(t)=Aσ(t)x(t)+Bσ(t)x(t-τ)+Cσ(t)u(t),

x(t)=ψ(t),
 

t∈[-τ,0]. (1)

其中:x(t)表示系统状态,x(t)∈Rn;u(t)表示控制输入,u(t)∈Rm;τ≥0表示常时滞;σ(t)表示切

换信号,σ(t):R→Q= 1,2,…,M  是分段常值函数,M (M∈N+)表示子系统的个数;t0<t1<t2<
… <tk<…表示切换时刻,∀k∈N;σ(tk)=i表示当t∈[tk,tk+1)时,第i个子系统被激活;Ai∈Rn×n、

Bi∈Rn×n 和Ci∈Rn×m 表示已知的实数系统矩阵,∀i∈Q.

1 符号的约定及相关定义和引理

符号约定:R与Rn(Rn
+)分别表示实数集合与n维实向量(正实向量)集合,Rn×m 表示n×m 维实数

矩阵集合,N表示非负整数集合,N+ 表示正整数集合.1n 表示元素都为1的n维列向量,1r
n 表示第r个

元素为1,其余元素都为0的列向量.设向量v∈Rn,v>0(≥0)表示v的所有元素是正的(非负的).设

矩阵A∈Rn×m,A>0(≥0)表示A 的所有元素都是正的(非负的).将矩阵A 的转置记为AT.若矩阵A
的所有非对角元素都是非负实数,则称矩阵A 为 Metzler矩阵.

定义1[13] 给定切换信号σ(t),设∀T ≥t≥0,i∈Q,j∈Q,Nσ(t)
ij (T,t)是第j个子系统切换到

第i个子系统的切换总次数,Tij(T,t)是第j个子系统切换到第i个子系统时第i个子系统运行的总时

间.如果存在N0
ij ≥0(振荡界)和τa

ij >0使得以下不等式

 Nσ(t)
ij (T,t)≤N0

ij +
Tij(T,t)

τa
ij

(∀T ≥t≥0) (2)

成立,则称τa
ij 是切换信号σ(t)的AED-ADT.

令u(t)=0,此时系统(1)可变为:

 
ẋ(t)=Aσ(t)x(t)+Bσ(t)x(t-τ),

x(t)=ψ(t),
 

t∈[-τ,0]. (3)

定义2[14] 给定正常数c1 和c2(c1<c2)以及2个向量δ、ε(δ>ε>0)和一个切换信号σ(t),若

sup
t∈[-τ,0]

ψT(t)δ≤c1⇒xT(t)ε≤c2,∀t∈[0,T]成立,其中ψ(t)是定义在区间[-τ,0]上的一个初始

向量值函数,则称切换正时滞系统(3)是有限时间稳定的.
引理1[15] 如果 ∀i∈Q,

 

Ai 是 Metzler矩阵且Bi ≥0,则系统(3)是正的.
引理2[16] Ai 是Metzler矩阵当且仅当存在一个常数ι>0,使得不等式Ai+ιIi≥0,∀i∈Q 成立.

2 主要结果及其证明

首先给出切换正时滞系统(3)在AED-ADT切换信号下具有有限时间稳定的充分条件.
定理1 ∀(i,j)∈Q×Q.设Aj 是Metzler矩阵,Bj≥0.给定常数λj(0<λj<1)、λi(0<λi <1)

和2个向量δ、ε(δ>ε>0).若存在正向量vj 和υj 以及正常数η1、η2、η3 使得不等式
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 AΤ
jvj +e

-λjτυj -λjvj ≤0, (4)

 BΤ
jvj -υj ≤0, (5)

 η1ε<vj <η2δ,
 

υj <η3δ, (6)

 c1(η2+τη3)<c2η1e
-λjT (7)

成立,则当AED-ADT的切换信号σ(t)满足

 τa
ij >τ*

ij =
Tlnμij

lnc2η1-λiT-lnc1-ln(η2+τη3)
(8)

时,系统(3)是正的,且其关于(c1,c2,δ,ε,T,τ,σ(t))是有限时间稳定的.其中,μij(μij >1)满足:

 vj ≤μijvi,
 

υj ≤μijυi. (9)

证明 设N0
ij =0,

 

T ≥t≥0,且设当t∈[tk,tk+1)时,第j个子系统被激活,即σ(tk)=j.由于Aj

是 Metzler矩阵,且Bj ≥0,因此由引理1可得系统(3)是正的.下面选取多元共正李雅普诺夫泛函(式

(10))证明系统(3)存在有限时间稳定性.

 Vj(t)=
△ Vj(t,x(t))=xT(t)vj +

 

∫
t

t-τ
e

λj
(t-s-τ)

xT(s)υjds. (10)

由式(10)可知 ∀t∈[tk,tk+1),且Vj(t)沿着系统(3)的状态轨迹为:

 ̇Vj(t)=xT(t)AT
jvj+xT(t-τ)BT

jvj+λj∫
t

t-τ
e

λj
(t-s-τ)

xT(s)υjds+e
-λjτxT(t)υj-xT(t-τ)υj.

由上式可得V̇j(t)-λjVj(t)=
 

xΤ(t)(AΤ
jvj+e

-λjτυj-λjvj)+xΤ(t-τ)(BΤ
jvj-υj).再结合式(4)和

式(5)可得:

 ̇Vj(t)≤λjVj(t). (11)

当t∈[tk,tk+1)时,对式(11)的左右两端同时进行积分可得:

 Vσ(t)(t)≤e
λσ(t)(t-tk)Vσ(tk)

(tk). (12)

当σ(tk)=j,
 

σ(t-
k)=i时,由式(9)可得:

 Vj(tk)≤μijVi(t-
k). (13)

由于 ∀T ≥t≥0,因此在[0,∞]中一定存在正整数k,使得T∈[tk,tk+1).由此可得:

 Vσ(T)(T)≤e
λσ(T)(T-tk)Vσ(tk)

(tk)≤μσ(tk)σ(t
-
k)
e

λσ(T)(T-tk)Vσ(t-
k)
(t-

k)≤

  μσ(tk)σ(tk-1
)e

λσ(T)(T-tk)e
λσ(tk-1

)(tk-tk-1
)

Vσ(tk-1
)(tk-1)≤

  μσ(tk)σ(tk-1
)μσ(tk-1

)σ(t-
k-1

)e
λσ(T)(T-tk)e

λσ(tk-1
)(tk-tk-1

)

Vσ(t-
k-1

)
(t-

k-1)≤

  μσ(tk)σ(tk-1
)μσ(tk-1

)σ(tk-2
)e

λσ(T)(T-tk)e
λσ(tk-1

)(tk-tk-1
)

e
λσ(tk-2

)(tk-1-tk-2
)

Vσ(tk-2
)(tk-2)≤

  ︙ (14)

  μσ(tk)σ(tk-1
)μσ(tk-1

)σ(tk-2
)…μσ(t1)σ(t0)e

λσ(T)(T-tk)e
λσ(tk-1

)(tk-tk-1
)
…e

λσ(0)(t1-t0)Vσ(0)(0)=

  ∏
k-1

s=0
μσ(ts+1

)σ(ts)e
λσ(T)(T-tk)e

∑
k-1

s=0
λσ(ts)

(ts+1-ts)

Vσ(0)(0)= ∏
(i,j)∈Q×Q

μ
Nσ(t)
ij

(T,0)
ij e

∑
(i,j)∈Q×Q

λiTij
(T,0)

Vσ(0)(0).

由式(14)、AED-ADT的定义(式(2))和N0
ij =0可得:

 Vσ(T)(T)≤ ∏
(i,j)∈Q×Q

μ

Tij
(T,0)

τaij
+N0ij  

ij e
∑

(i,j)∈Q×Q
λiTij

(T,0)

Vσ(0)(0)=

  e
∑

(i,j)∈Q×Q

Tij
(T,0)

τaij
lnμij

e
∑

(i,j)∈Q×Q
λiTij

(T,0)

Vσ(0)(0)=e
∑

(i,j)∈Q×Q

Tij
(T,0)

τaij
lnμij+λiTij

(T,0)  
Vσ(0)(0)=
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  e
∑

(i,j)∈Q×Q

lnμij

τaij
+λi  Tij

(T,0)

Vσ(0)(0)≤e
max

(i,j)∈Q×Q

lnμij

τaij
+λi  T

Vσ(0)(0). (15)

再由式(6)可得:

 Vσ(T)(T)≥η1xΤ(T)ε, (16)

 Vσ(0)(0)≤η2xT(0)δ+η3∫
0

-τ
e

-λj
(s+τ)

xT(s)δds. (17)

由上式进一步可得:

 xT(T)ε≤
1
η1

Vσ(T)(T)≤
c1
η1
e

max
(i,j)∈Q×Q

lnμij

τaij
+λi  T

e
ln(η2+η3τ). (18)

于是再由式(8)可知,xΤ(T)ε≤c2.因此,在AED-ADT切换信号(式(8))下,系统(3)关于(c1,c2,δ,

ε,T,τ,σ(t))是有限时间稳定的.
为讨论系统(1)的镇定性,本文设计了一类状态反馈控制器u(t)(u(t)=Kσ(t)x(t)),该控制器可使

闭环系统

 
ẋ(t)=̂Aσ(t)x(t)+Bσ(t)x(t-τ),

x(t)=ψ(t),
 

t∈[-τ,0] (19)

是有限时间稳定的,其中Âσ(t)=Aσ(t)+Cσ(t)Kσ(t).
定理2 设 ∀(i,j)∈Q×Q,矩阵Bj ≥0,Cj ≥0.给定常数αj >0、0<λj <1和0<λi<1.

∀j∈Q,如果存在一组正向量vj、υj、γj 使得不等式

 AΤ
jvj +γj +e

-λjτυj -λjvj ≤0, (20)

 􀭴vΤ
jCΤ

jvj(􀭴vΤ
jCΤ

jvjAj +Cj
􀭴vjγΤ

j +αj
􀭴vΤ

jCΤ
jvjΙn)≥0 (21)

和式(5)—(9)成立,则存在一类状态反馈控制器:

 u(t)=Kjx(t)=
1

􀭴vΤ
jCΤ

jvj

􀭴vjγΤ
jx(t),

 

∀j∈Q, (22)

使得闭环系统(19)在AED-ADT切换信号(式(8))下是正的,且系统是有限时间稳定的.其中,􀭴vj∈Rm

是一个给定的非零向量,其满足􀭴vΤ
jCΤ

jvj ≠0.
证明 设N0

ij =0,
 

T ≥t≥0,且设当t∈[tk,tk+1)时,第j个子系统被激活,即σ(tk)=j.由于

􀭴vΤ
jCΤ

jvj ≠0,所以在式(21)两端同除以(􀭴vΤ
jCΤ

jvj)2 可得:Aj+Cj
1

􀭴vΤ
jCΤ

jvj

􀭴vjγΤ
j +

αj

􀭴vΤ
jCΤ

jvj

Ιn ≥0.由此再根

据式(22)和引理2可知,矩阵Aj+CjKj 是Metzler矩阵.又因为Bj≥0,∀j∈Q,所以由引理1可知闭

环系统(19)是正的.证毕.
下面证明闭环系统(19)具有有限时间稳定性.因 ∀t∈[tk,tk+1),因此有:

 AΤ
jvj +KΤ

jCΤ
jvj +e

-λjτυj -λjvj =AΤ
jvj +

􀭴vjγΤ
j

􀭴vΤ
jCΤ

jvj  
Τ

CΤ
jvj +e

-λjτυj -λjvj =

  AΤ
jvj +

γj
􀭴vΤ

j

􀭴vΤ
jCΤ

jvj  CΤ
jvj +e

-λjτυj -λjvj ≤AΤ
jvj +γj +e

-λjτυj -λjvj.

由上式及式(5)和式(20)可得V̇j(t)-λjVj(t)≤0.由于再通过类似定理1的证明可证得闭环系统

(19)是有限时间稳定的,故本文在此省略.

3 算例

例1 讨论具有如下参数的切换正时滞系统(3)是否具有有限时间稳定性:
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 A1=
-0.5 0.3

0.4 -0.5
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,

 

A2=
-0.2 0.15

0.2 -0.2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,

 

B1=
0.1 0.3

0.2 -0.5
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,

 

B2=
0.31 0.18

0.16 0.2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 .

设λ1=0.2,
 

λ2=0.21,
 

τ=3.将上述数值代入式(4)—(5)后,再利用 Matlab中的LP工具箱对其

求解可得:v1=[2.0884
 

2.2756]T,
 

v2=[2.6360
 

2.2634]T,
 

υ1=[1.0000
 

1.7631]Τ,
 

υ2=[1.1793
 

1.0000]Τ.再设T=8,
 

c1=0.5,
 

c2=15,
 

ε=[1.5
 

1.3]T,
 

δ=[1.2
 

1.4]T,并将这些数值代入式(6)、(7)

和式(9)中可得μ12=1.002,
  

μ2=1.03,
 

η1=1.0000,
 

η2=1.7370,
 

η3=1.2594.将上述常数值和求解

所得的向量代入式(8)可得τ*
12=1.1676和τ*

21=2.5240.依据该结果,本文在实验中选取τ12=
 

2和

τ21=
 

3为可容许边依赖驻留时间.由此得到的系统(3)的切换信号如图1所示.由图1显然可以看出,

τ12 和τ21 均满足式(8).
图2和图3分别为系统(3)的状态响应曲线和xT(t)ε在时间区间[0,8]上的变化情况,系统(3)的

初始条件为x(0)=[6
 

4]T,x(t)=[0.75
 

0.43]Τ,t∈[-3,0).由图2和图3可以看出,系统(3)在时间

区间[0,8]内其xT(t)ε 的值不超过c2(c2=15).
由上述可知,系统(3)关于(0.5,15,[1.2

 

1.4]T,[1.5
 

1.3]T,8,3,σ(t))是有限时间稳定的.

  图1 系统(3)的切换信号
 

           图2 系统(3)的状态响应曲线

例2 讨论具有如下参数的闭环系统(19)是否具有有限时间稳定性:

 A1=
-0.91 -0.8

-1 -0.6
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,

 

A2=
-0.9 -0.7

-0.5 -0.55
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,

 

B1=
-0.7 0.7

1 0.75
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,

 B2=
0.5 0.3

0.3 0.73
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,

 

C1=
0.37 0.3

0.95 2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,

 

C2=
0.36 0.29

0.95 2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 .

设λ1=0.3,
 

λ2=0.2,
 

α1=0.2,
 

α2=0.3,
 

τ=2.将以上数值代入式(5)、(20)和(21)后,再利用

Matlab中的LP工具箱对其求解可得:v1=[1.0318
 

2.5688]T,
 

v2=[2.1603
 

1.4750]T,
 

υ1=[1.0759
 

2.9584]Τ,
 

υ2=[1.5227
 

1.7543]Τ,
 

γ1=[1.0101
 

1.0122]Τ,
 

γ2=[1.0021
 

1.0011]Τ.再设T=10,
 

c1=

0.09,
 

c2=20,
 

ε=[0.6
 

1.6]T,
 

δ=[1.2
 

1.75]T,并将这些数值代入式(6)、(7)和式(9)中可得μ12=
1.3000,

 

μ2=1.0001,
 

η1=1.0000,
 

η2=1.4679,
 

η3=1.6905.将上述常数值和求解所得的向量代入式

(8)和式(22)中可得τ*
12=

 

1.7195,
 

τ*
21=0.0019,

 

K1=
0.3848

 

0.3856

0.3848
 

0.3856
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,

 

K2=
-0.2386

 

-0.2384

-0.2386
 

-0.2384
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 .

依据该结果,本文在实验中选取τ12=
 

2和τ21=
 

1为可容许边依赖驻留时间.此时闭环系统(19)的切换

信号如图4所示.由图4显然可以看出,τ12 和τ21 均满足式(8).
图5和图6分别为闭环系统(19)的状态响应曲线和xT(t)ε在时间区间[0,10]上的变化情况,系统

(19)的初始条件为x(0)=[11
 

8]T,
 

x(t)=[0.043
 

0.021]Τ,
 

t∈[-2,0).由图5和图6可以看出,闭环

系统(19)在时间区间[0,10]内其xT(t)ε 的值不超过c2(c2=20).
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由上述可知,系统(19)关于(0.09,20,[1.2
 

1.75]T,[0.6
 

1.6]T,10,2,σ(t))是有限时间稳定的.

 图3 系统(3)中的xT(t)ε在时间区间[0,8]上的变化情况
 

      图4 系统(19)的切换信号       

       图5 系统(19)的状态响应曲线  
 

  图6 系统(19)中的xT(t)ε在时间区间[0,10]上的变化情况

4 结语

本文应用多元共正李雅普诺夫泛函方法得到了切换正时滞系统的有限时间稳定性与镇定性的充分

条件,且与传统的李雅普诺夫泛函相比,该方法所得的结论具有更低的保守性,因此该方法可用于研究

切换正时滞系统的稳定性及其他相关问题.在本研究中,我们仅考虑了系统在同步切换下的稳定性问

题,因此在今后的研究中我们将进一步讨论系统在异步切换下的稳定性问题.
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