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摘要:
 

利用山路引理、Hölder不等式、嵌入不等式和估值等,研究了一类含临界非局部项且位势在无穷远处消

失的Schrödinger-Poisson系统的非平凡解的存在性.首先利用嵌入不等式证明了泛函具有紧性,然后利用截

断函数对泛函进行了估值,最后用变分方法证明了该系统至少有一个非平凡解.所得结果丰富了椭圆型方程

解的相关理论.
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Abstract:
 

The
 

existence
 

of
 

nontrivial
 

solutions
 

for
 

a
 

class
 

of
 

Schrödinger-Poisson
 

systems
 

containing
 

critical
 

nonlocal
 

terms
 

and
 

vanishing
 

potential
 

at
 

infinity
 

was
 

investigated
 

by
 

using
 

the
 

Mountain
 

Pass
 

Lemma,
 

Hölder􀆳s
 

inequality,
 

embedding
 

inequality
 

and
 

valuation.Firstly,
 

we
 

prove
 

that
 

the
 

functional
 

has
 

tightness
 

by
 

using
 

the
 

embedding
 

inequality,
 

then
 

the
 

valuation
 

of
 

the
 

functional
 

is
 

performed
 

using
 

the
 

cut-off
 

function,
 

and
 

finally
 

we
 

prove
 

that
 

there
 

is
 

at
 

least
 

one
 

nontrivial
 

solution
 

of
 

the
 

system
 

by
 

variational
 

method.The
 

results
 

of
 

this
 

paper
 

enrich
 

the
 

theory
 

of
 

solutions
 

of
 

elliptic
 

type
 

equations.
Keywords:

 

Schrödinger-Poisson
 

system;
  

variational
 

methods;
 

cut-off
 

function;
 

vanishing
 

potential
 

  由于Schrödinger-Poisson系统在物理学、生态学、经济学等领域有着丰富的应用背景,因此一直受

到学者们的关注.例如:2011年,文献[1]的作者研究了一个具有在无穷远处消失的径向位势的渐进线

性Schrödinger-Poisson系统,并证明了该系统不存在非平凡正解.2016年,文献[2]的作者研究了一个

具有临界指数的渐进周期Schrödinger-Poisson系统,并证明了该系统存在正解.2019年,文献[3]的作

者研究了一个在R3 中具有临界非局部项和消失位势的Schrödinger-Poisson系统,并在一些假设条件

下利用山路定理证明了该系统至少有一个非平凡解.2020年,文献[4]的作者研究了一个具有临界非局

部项和更一般非线性项的Schrödinger-Poisson系统,并利用变分方法等证明了该系统至少存在两个非
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平凡解.2021年,文献[5]的作者研究了一类具有临界指数的非局部问题正解的多重性,并在一些条件

下利用变分方法和精确估计证明了该系统至少有k 个正解.基于上述研究,本文研究一个具有临界非

局部项且位势在无穷远处消失的Schrödinger-Poisson系统(式(1))的非平凡解的存在性.

 
-Δu+V(x)u-l(x)ϕ uu=ηK(x)f(u),

 

x∈R4;

-Δϕ=l(x)u 3,
 

x∈R4. (1)

其中:V(x),K(x)∈C R4,R  ;f是连续函数;l(x)是有界非负连续函数;V 和K 是非负函数,且可在

无穷远处消失;η(η>0)是参数.

1 相关假设和引理

用D1,2(R4)表 示“绝 对 光 滑”空 间 C∞(R4)的 完 备 化 空 间,其 对 应 的 范 数 为 u D1,2(R4) =
 

∫R4
�u 2+ u 2  dx  

1
2.假设本文的工作空间为E= u∈D1,2(R4):∫R3

V(x)u 2dx<+∞  ,其
中D1,2(R4)= u∈L4(R4):�u∈L2(R4)  ,E 对应的范数为 u E =∫R4

�u 2+V(x)u 2  dx  
1
2.

由Lax-Milgram定理可知,对于u∈E,系统(1)的第2个方程存在唯一解ϕu∈E,因此将ϕu 代入

式(1)可得:

 
-Δu+V(x)-l(x)ϕu uu=ηK(x)f(u),

 

x∈R4;

u>0,
 

x∈R4. (2)

方程(2)对应的能量泛函J:E →R为:

 J(u)∶=
1
2∫R4

�u 2+V(x)u 2  dx-
1
6∫R4

l(x)ϕu u 3dx-η∫R4
K(x)F(u)dx. (3)

令F(u,ϕ)=
1
2∫R4

�u 2+V(x)u 2  dx -
1
3∫R4

l(x)ϕ u 3dx -η∫R4
K(x)F(u)dx +

1
6
·

∫R4
�ϕ 2dx,则可得:

 ∂uF(u,ϕ)v  =
 

∫R4
�u �v +V(x)uv  dx-∫R4

l(x)ϕ u 2vdx-η∫R4
K(x)f(u)vdx.

 ∂ϕF(u,ϕ)ξ  =-
1
3∫R4

l(x)ϕ u 3dx+
1
3∫R4

�ϕ�ξdx.

再利用-Δϕ=l(x)u 3和格林公式可得∂ϕF(u,ϕ)ξ  = -
1
3∫R4

l(x)ϕu u 3dx+
1
3∫R4

�ϕ�ξdx=0.

定义J(u)=F(u,ϕ(u)),由此可得J(u)=
1
2∫R4

�u 2+V(x)u 2  dx-
1
3∫R4

l(x)ϕu u 3dx+

1
6∫R4

�ϕu
2dx-η∫R4

K(x)F(u)dx.对该式利用-Δϕu =l(x)u 3 和格林公式可得:

 J(u)=
1
2∫R4

�u 2+V(x)u 2  dx-
1
3∫R4

l(x)ϕu u 3dx+
1
6∫R4

�ϕu
2dx-

η∫R4
K(x)F(u)dx=

1
2∫R4

�u 2+V(x)u 2  dx-
1
6∫R4

l(x)ϕu u 3dx-η∫R4
K(x)F(u)dx.

因此对J(u)进行求导可得:

 J'(u)=∂uF(u,ϕ(u))+∂ϕF(u,ϕ(u))ϕ'(u)=

  ∫R4
�u �v +V(x)uv  dx-∫R4

l(x)ϕ uuvdx-η∫R4
K(x)f(u)vdx.

J(u)的弱导数J':E →E'为:

691
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<J'(u),v>=
 

∫R4
�u �v +V(x)uv  dx-∫R4

l(x)ϕu uuvdx-η∫R4
K(x)f(u)vdx.(4)

其中:E'是E 中所有连续泛函所构成的空间,即E'是E 的对偶空间.由式(4)可知,对于任意的φ∈E,

u 是方程(2)的弱解,当且仅当

 ∫R4
�u �φ+V(x)uφ  dx-∫R4

l(x)ϕu uuφdx-η∫R4
K(x)f(u)φdx=0. (5)

在Lebesgue空间中定义Lp
k(R4)均是由可测函数u:R4 →R构成的,且Lp

k(R4)={u:R4 →R|

∫R4
K(x)u pdx <+∞},

 

Lp
k(R4)对应的范数为 u Lp

k(R
4)∶=∫R4

K(x)u pdx  
1
p .用Bρ(0)表示以

原点为中心且半径为ρ(ρ>0)的球,用S 表示最佳的Sobolev常数,即S∶=
 

inf
u∈D1,2(R4)∫R4

�u 2dx, 
∫R4

u 4dx=1 .

如果V(x)和 K(x)满足以下条件(VK1)和(VK2),以及条件(VK3)和(VK4)之一,则称

(V,K)∈R:
(VK1)对所有的x∈R4,有V(x)>0,K(x)>0,其中K∈L∞(R4).
(VK2)如果 An  n ⊂R4 是一个Borel序列集,使得Lebesgue

 

meas(An)≤R(对所有的n和某些

R >0),则有 lim
R→+∞∫An∩Bc

R(0)
K(x)dx=0.

(VK3)K/V∈L∞(R4).

(VK4)存在p0∈(2,4),使得 lim
|x|→+∞

K(x)/V(x)
(4-p0)/2  =0.

Alves等在文献[6]中首次引入上述假设条件(VK1)—(VK4),并且将问题(1)定性为零质量问题.
关于零质量问题的研究可参考文献[7-8].

假设连续函数f:R→R在原点和无穷远处的增长条件为:

(f1)如果满足条件(VK3),则有lim
t→0

f(t)
t =0成立;如果满足条件(VK4),则有lim

t→0

f(t)

t p0-1
< ∞.

(f2)f 是拟临界增长,即lim
t→+∞

f(t)
t3

=0.

(f3)存在θ∈(2,4),使得θF(t)≤tf(t)成立,其中t∈R,F(u)=
 

∫
u

0
f(s)ds.

此外,本文还对l(x)作了以下假设:
(l1)若存在x0,则有l(x0)=

 

sup
x∈R4

 

l(x).

(l2)若x →x0,则有l(x)=l(x0)+O(x-x0 ).
命题1[6] 假设(V,K)∈R成立,且对任意的p∈(2,4),则E 紧嵌入到Lp

k(R4).如果条件(VK4)成

立,则E 紧嵌入到Lp
k(R4).

命题2[6] 假设f 满足条件(f1)—(f2)且(V,K)∈R,并设 vn  在E 中使得vn⇀v,则有:

 ∫R4
K(x)F(vn)dx →

 

∫R4
K(x)F(v)dx,

 

∫R4
K(x)F(vn)vndx →

 

∫R4
K(x)F(v)vdx.

引理1[3] 对于每一个u∈E,其在R4 中存在唯一解ϕu 且满足-Δϕ=l(x)u 3,同时ϕu 有以下

性质:①ϕu(x)>0,∀x∈R4;② ϕu
2
D1,2(R4)=

 

∫R4
l(x)ϕu u 3dx;③对于任意的t>0,有ϕtu=t3ϕu;

④ ϕu D1,2(R4)≤ l(x) ∞S
-
1
2 u 3

4,
 

∫R4
ϕu u 3dx≤ l(x) ∞S-1 u 6

4;⑤当n→∞时,若在L4(R4)

中有un⇀u 和在R4 中几乎处处有un →u,则在D1,2(R4)中ϕun→ϕu.
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引理2 假定(V,K)∈R,p∈ 2,4  ,则存在C >0,且使得 u Lp
k(R

4)≤C u E,∀u∈E.

证明 以下分别证明条件(VK3)和条件(VK4)成立时引理2成立.当条件(VK3)成立时,对于p∈

(2,4),定义m=
4-p
2
,则由此可得p=2m+4(1-m),

∫R4
K(x)u pdx=

 

∫R4
K(x)u 2m u 4(1-m)dx ≤∫R4

K(x)
1
m u 2dx  m∫R4

u 4dx  1-m
≤

  sup
x∈R4

K(x)
V(x)m  ∫R4

V(x)u 2dx  m∫R4
u 4dx  1-m

≤C sup
x∈R4

K(x)
V(x)m  ·

  ∫R4
V(x)u 2dx  m∫R4

�u 2dx  2(1-m)
≤C sup

x∈R4

K(x)
V(x)m  ·

∫R4
�u 2+V(x)u 2  dx  m+2(1-m)

=C sup
x∈R4

K(x)
V(x)m  supx∈R4∫R4

�u 2+V(x)u 2  dx  
p
2.

由于K(x)∈L∞(R4)和K/V∈L∞(R4),因此有 u Lp
k(R

4)≤C u E,
 

p∈(2,4).

当条件(VK4)成立时,定义m0=
4-p0

4
,则由此可得p0=2m0+4(1-m0),

 ∫R4
K(x)u p0dx=

 

∫R4
K(x)u

2m0 u
4(1-m0)dx ≤∫R4

K(x)
1
m0 u 2dx  m0·

  ∫R4
u 4dx  1-m0≤ sup

x∈R4

K(x)

V(x)
m0  ∫R4

V(x)u 2dx  m0∫R4
u 4dx  1-m0≤

  C sup
x∈R4

K(x)

V(x)
m0  ∫R4

V(x)u 2dx  m0∫R4
�u 2dx  2(1-m0)≤C sup

x∈R4

K(x)

V(x)
m0  ·

∫R4
�u 2+V(x)u 2  dx  m0+2(1-m0)=C sup

x∈R4

K(x)

V(x)
m0  supx∈R4∫R4

�u 2+V(x)u 2  dx  
p0
2 .

由上述不等式可得 u
L
p0
k (R4)

≤C u E,于是再由条件(VK3)可得 K(x)

V(x)
m0
∈L∞(R4).由上述证明

可知引理2成立.
引理3 泛函J 满足下列结论:

(i)存在ρ,α>0,使得当 u E =ρ 时有J(u)≥α.
(ii)存在e∈Bρ(0),使得J(e)<0.
证明 首先证明结论(i),分两种情况证明.
情况1 假设条件(VK3)成立,于是对任意的ε>0,由条件(f1)和(f2)可得存在Cε >0,且使得

 F(u)≤
ε
2 u 2+Cε u 4,∀u∈E. (6)

由式(6)和引理2可得
 

∫R4
K(x)F(u)dx ≤

ε
2∫R4

K(x)u 2dx +Cε∫R4
K(x)u 4dx ≤

ε
2 u 2

E +

Cε u 4
E,于是再由引理1可得:

 J(u)=
1
2∫R4

�u 2+V(x)u 2  dx-
1
6∫R4

l(x)ϕu u 3dx-η∫R4
K(x)F(u)dx ≥

  12 u 2
E -C u 6

E -
ε
2 u 2

E -Cε u 4
E =

1-ε
2  u 2

E -C u 6
E -Cε u 4

E.

在上式中取ε=
1
2
,则通过计算可知存在足够小的ρ(ρ>0),且当ρ= u E 时有J(u)≥α.

情况2 假设条件(VK4)成立,则由条件(f1)和(f2)可得存在C'ε>0和C″ε >0,使得F(u)≤
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C'ε u p0 +
 

C″ε u 4,∀u∈E.由上述可得:

 J(u)=
1
2∫R4

�u 2+V(x)u 2  dx-
1
6∫R4

l(x)ϕu u 3dx-η∫R4
K(x)F(u)dx ≥

  12 u 2
E -C u 4

E -C u 6
E -C u p0

E .

再通过与情况1类似的计算可知,上式存在足够小的ρ(ρ>0),且当ρ= u E 时有J(u)≥α.

(ii)对每个t>0,由J(u)可得J(tu)=
t2

2 u 2
E -

t6

6∫R4
l(x)ϕu u 3dx-η∫R4

K(x)F(tu)dx.

由上式可知存在T >0且T 足够大,同时当t>T 时有J(tu)→-∞.由此可知,当e=tu时,结论(ii)

成立.
由引理3可知,泛函J(u)可在

 c∶=
 

inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t))>0 (7)

处找到一个(PS)序列,且该序列的路径为Γ∶= γ∈C [0,1],H1(R4)  :γ(0)=0,J(γ(1))<0  .
引理4 若 un  是J 的(PS)c 序列,则 un  在E 中有界.
证明 假设 un  是J的(PS)c 序列,即当n→+∞时有J(un)→c和J'(un)→0.由此再由条件(f3)

可得:c+1+ un E≥J(un)-
1
θ
<J'(un),un>=

1
2-

1
θ  u 2

E+η
θ∫R4

K(x)(f(un)un-θF(un))dx+

1
θ -

1
6  ∫R4

l(x)ϕun
un

3dx≥
1
2-

1
θ  u 2

E.上式表明 un  在E 中有界,因此引理4得证.

为了对泛函进行估值,在R4 中选取一个达到函数Uε(x)=
8
1
2ε

ε2+ x-x0
2
,使其满足-Δu=u3;

同时选取一个截断函数φ∈C∞
0 (R4),使其在B1(x0)中满足0≤φ(x)≤1,suppφ ⊂B2(x0)和

φ(x)≡1.令vε=φUε,于是根据文献[9]中的渐进估计可得 vε
2=S2+O(ε2),

 

vε
4
4=S2+O(ε4).

对于s∈[2,4),再利用文献[9]中的渐进 估 计 可 得 vε
s
s =

Oε2 lnε  ,
 

s=2;

O(ε4-s),
 

s∈(2,4). 定 义Vmax∶=

max
X∈B2r(x0)

V(x)和 Kmin ∶=
 

min
X∈B2r(x0)

K(x),于 是 再 由 假 设 (l2)可 得 l(x0)∫B2r(x0)
ϕ u 3dx ≤

∫B2r(x0)
l(x)ϕ u 3dx.证毕.

引理5 假设(V,K)∈R,条件(f1)—(f3)成立,l(x)满足假设(l1)和(l2),则存在u0∈E\{0},且

使得0<
 

sup
t≥0

J(tu0)<
1
3S2 l(x)-1

L∞(R4).

证明 首先由J(u)可得J(tvε)=
t2

2∫R4
�vε

2+V(x)vε
2  dx-

t6

6∫R4
l(x)ϕvε vε

3dx-η·

∫R4
K(x)F(tvε)dx.再由引理2可知,存在tε >0,且使得sup

t≥0
J(tvε)>0成立,同时当ε>0时有

lim
t→∞

J(tvε)=
 

-∞.假设存在ρ1、ρ2和ε(ε>0)且ε足够小时满足ρ1<tε<ρ2,J(tεvε)=
 

sup
t≥0

J(tvε)

和dJ
(tvε)
dt t=tε

=0,则由此可进一步得:

 tε∫B2r(x0)
�vε

2+V(x)vε
2  dx-η∫B2r(x0)

K(x)f(tεvε)vεdx-

  t5∫B2r(x0)
l(x)ϕvε vε

3dx=0. (8)
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下证当εn →0+ 时tε →+∞ 不成立.由式(8)可得:

 tεn∫B2r(x0)
(�vεn

2+V(x)vεn

2)dx ≥t5εn∫B2r(x0)
l(x)ϕvεn

vεn

3dx.

因当tε →+∞ 时,上式矛盾,因此εn →0+ 时tε →+∞ 不成立.

再假设有一个序列,且当εn →0+ 时有􀭴tεn→0.如果条件(VK3)成立,则由条件(f1)和(f2)可知,对

所有δ>0存在Cδ >0,且使得

 ∫R4
K(x)f(􀭴tεn

vεn
)vεn
dx ≤δ􀭴tεn∫R4

K(x)vεn

2dx+Cδ(􀭴tεn
)3∫R4

K(x)vεn

4dx ≤

  δC􀭴tεn∫R4
�vεn

2+V(x)vεn

2  dx+Cδ(􀭴tεn
)3∫R4

K(x)vεn

4dx.

在上式中取δ=
1
2c
,η≤1,则由式(8)可得:

􀭴tεn

2∫R4
�vεn

2+V(x)vεn

2  dx ≤Cδ(􀭴tεn
)3∫R4

K(x)vεn

4dx+(􀭴tεn
)5∫R4

l(x)ϕvεn
vεn

3dx.

假设条件(VK4)成立,则由条件(f1)和(f2)可知,存在一个常数􀭺C >0,且使得

 ∫R4
K(x)f(􀭴tεn

vεn
)dx ≤ (􀭴tεn

)p0-1∫R4
K(x)vεn

p0dx+􀭺C(􀭴tεn
)3∫R4

K(x)vεn

4dx.

对上式再利用式(8)可得:

 􀭴tεn∫R4
�vεn

2+V(x)vεn

2  dx ≤ (􀭴tεn
)p0-1∫R4

K(x)(vεn
)p0dx+

  􀭺C(􀭴tεn
)3∫R4

K(x)vεn

4dx+(􀭴tεn
)5∫R4

l(x)ϕvεn
(vεn
)3dx.

因为p0 >2,故上式矛盾,证毕.
由于0<ρ1 <tε <ρ2 < ∞,因此根据Vmax 和Kmin 的定义可得:

 J(tvε)=
t2

2∫R4
�vε

2+V(x)vε
2  dx-

t6

6∫R4
l(x)ϕvε vε

3dx-η∫R4
K(x)F(tvε)dx ≤

  
t2ε
2∫R4

�vε
2+V(x)vε

2  dx-
t6ε
6∫R4

l(x)ϕvε vε
3dx-η∫R4

K(x)F(tεvε)dx ≤

 
t2ε
2∫R4

�vε
2dx+

t2ε
2Vmax(x)∫R4

vε
2dx-

t6ε
6∫R4

l(x)ϕvε vε
3dx-ηKmin(x)∫R4

F(tεvε)dx.

定义h(t)∶=
t2

2∫R4
�u 2dx-

t6

6∫R4
l(x)ϕvε vε

3dx,于是对h(t)进行计算可得:

 max
t≥0

 
h(t)=

1
3∫R4

�u 2dx  
3
2/

 

∫R4
l(x)ϕvε vε

3dx  
1
2.

再由-Δϕvε =l(x)vε
3 和Cauchy不等式可得:

 ∫R4
l(x)vε

4dx=
 

∫R4
�ϕvε

�vε dx ≤
1

2l(x) ∞∫R4
�ϕvε

2dx+
l(x) ∞

2 ∫R4
�vε

2dx=

  1
2l(x) ∞∫R4

l(x)ϕvε vε
3dx+

l(x) ∞

2 ∫R4
�vε

2dx.

上式表明∫R4
l(x)ϕvε vε

3dx≥2l(x) ∞∫R4
l(x)vε

4dx- l(x)2
∞∫R4

�vε
2dx= l(x)2

∞S2+

O(ε2),因此有max
t≥0

 
h(t)≤

1
3

(S2+O(ε2))
3
2

l(x)2
∞S2+O(ε2)  

1
2
=
1
3 l(x)-1

∞S2+O(ε2).另外由条件(f3)可

得F(s)≥Csθ,s>0,因此有:
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∫B2r(x0)
F(tεvε)dx ≥C∫B2r(x0)

(tεvε)θdx ≥Cρθ
1∫B2r(x0)

(vε)θdx=
Cρθ

1Oε2 lnε  ,
 

θ=2;

Cρθ
1O(ε4-θ),

 

θ∈(2,4). (9)

由于max
t≥0

J(tvε)=J(tεvε),即:

 max
t≥0

J(tvε)=
t2ε
2∫R4

�vε
2+V(x)vε

2  dx-
t6ε
6∫R4

l(x)ϕvε vε
3dx-

  η∫R4
K(x)F(tεvε)dx ≤h(tε)+

Vmax

2∫R4
vε

2dx-η∫R4
K(x)F(tεvε)dx ≤

  13 l(x)-1
∞S2+CO(ε2)-η∫R4

K(x)F(tεvε)dx,

因此由式(9)可得:

 CO(ε2)-η∫R4
K(x)F(tεvε)dx ≤CO(ε2)-

Cρθ
1Oε2 lnε  ,

 

θ=2;

Cρθ
1O(ε4-θ),

 

θ∈(2,4). 
由上述可知:如果θ=2,η>0,ε>0且ε足够小,则有:

 CO(ε2)-η∫R4
K(x)F(tεvε)dx ≤CO(ε2)-Cηρ2

1Oε2 lnε  <0.

如果θ∈(2,4),0<4-θ<2,η>0,ε>0且ε足够小,则有:

 CO(ε2)-η∫R4
K(x)F(tεvε)dx ≤CO(ε2)-Cηρθ

1O(ε4-θ)<0.

由以上证明可知,对任何η >0,当θ∈(2,4)时有CO(ε2)-η∫R4
K(x)F(tεvε)dx <0.由此可得

sup
t≥0

J(tvε)<
1
3S

2 l(x)-1
E ,证毕.

2 主要结果及其证明

定理1 若(V,K)∈R,f 满足条件(f1)—(f3),l(x)满足假设(l1)—(l2),θ∈(2,4),η>0,则系

统(1)至少存在一个非平凡解.
证明 由引理4可知 un  n 在E 中有界,因此存在一个子序列,即:

 un⇀u∈E;
 

un →u∈Lr
loc(R4),

 

r∈ 2,4  ;在R4 中几乎处处有un →u. (10)

于是由式(3)—(5)可得:J(un)=
1
2∫R4

�un
2+V(x)un

2  dx -η∫R4
K(x)F(un)dx -

1
6
·

∫R4
l(x)ϕun un

3dx=c+o(1)和<J'(un),un>=
 

∫R4
�un

2+V(x)un
2  dx-η∫R4

K(x)f(un)undx-

∫R4
l(x)ϕun

un
3dx=o(1).假设vn =un -u,于是再利用式(10)、命题2和Brézis-Lieb引理[10]可得:

 J(un)=J(u)+
1
2∫R4

�vn
2+V(x)vn

2  dx-
1
6∫R4

l(x)ϕvn
vn

3dx, (11)

 <J'(un),un>=
 

∫R4
�u 2+V(x)u 2  dx-∫R4

l(x)ϕu u 3dx-η∫R4
K(x)f(u)udx+

  ∫R4
�vn

2+V(x)vn
2  dx-∫R4

l(x)ϕvn
vn

3dx+on(1). (12)

由于当n→ ∞ 时有J'(un)→0,因此由式(10)可得:

 <J'(u)n,u>=∫R4
�u 2+V(x)u 2  dx-∫R4

l(x)ϕu u 3dx-η∫R4
K(x)f(u)udx.(13)

由此再由式(12)可得:
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 ∫R4
�vn

2dx+∫R4
V(x)vn

2dx-∫R4
l(x)ϕvn

vn
3dx→0,

 

n→+∞; (14)

 J(u)=
1
2∫R4

�u 2+V(x)u 2  dx-η∫R4
K(x)F(u)dx-

1
6∫R4

l(x)ϕu u 3dx=

  12η∫R4
K(x)f(u)udx-η∫R4

K(x)F(u)dx+
1
3∫R4

l(x)ϕu u 3dx ≥0. (15)

不失一般性,假设:

 ∫R4
�vn

2+V(x)vn
2  dx→l,

 

n→∞. (16)

于是利用式(14)可得:

 ∫R4
l(x)ϕvn

vn
3dx→l,

 

n→∞. (17)

对-Δϕu =l(x)u 3 进行计算得:

 ∫R4
l(x)ϕvn

vn
3dx ≤

l(x)2
∞ vn

6
4

S ≤
l(x)2

∞ vn
6

S4 . (18)

由式(15)—(18)可知l≤
l(x)2

∞l3

S4
,因此l=

 

0或者l≥
S2

l(x) ∞
.假设l≥

S2

l(x) ∞

,令c0=

J(un),并在式(11)中取极限(n → ∞),于是由式(15)—(17)和l≥
S2

l(x) ∞
可得J(un)>

 

0+

lim
n→∞

1
2∫R4

�vn
2+V(x)vn

2  dx-
1
6∫R4

l(x)ϕvn
vn

3dx􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =
2
6l≥

1
3

S2

l(x) ∞
.由该式可得

c0 ≥
1
3

S2

l(x) ∞
.而由式(7)和引理5可得c0 ≤

1
3

S2

l(x) ∞

,因此矛盾.由此表明l=0,即J(u)=

c>0和J'(u)=0,因此u 是问题(1)的非平凡解.证毕.
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