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摘要:
 

研究了一类 Hadamard型分数阶微分方程的边值问题.首先,将微分方程边值问题转化为等价的积分

方程问题;其次,根据边值条件求出微分方程相应的格林函数,并利用格林函数的性质得出微分方程所对应的

Lyapunov不等式;最后,分别利用Banach压缩映像原理和Leray-Schauder不动点定理证明了该类非线性边

值问题解的存在性,并通过算例验证了所得结果的正确性.
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Abstract:
 

A
 

Hadamard
 

type
 

boundary
 

value
 

problem
 

for
 

fractional
 

differential
 

equations
 

was
 

studied.Firstly,
 

the
 

boundary
 

value
 

problem
 

of
 

differential
 

equation
 

was
 

equivalent
 

to
 

the
 

integral
 

equation
 

problem.Secondly,
 

the
 

corresponding
 

Green
 

function
 

was
 

obtained
 

according
 

to
 

the
 

boundary
 

value
 

conditions,
 

and
 

the
 

Lyapunov
 

inequality
 

corresponding
 

to
 

the
 

equation
 

was
 

obtained
 

by
 

using
 

the
 

properties
 

of
 

Green
 

function.Finally,
 

the
 

existence
 

of
 

solutions
 

for
 

a
 

class
 

of
 

nonlinear
 

boundary
 

value
 

problems
 

was
 

proved
 

by
 

Banach
 

compression
 

mapping
 

principle
 

and
 

Leray-Schauder
 

fixed
 

point
 

theorem
 

respectively.The
 

correctness
 

of
 

the
 

results
 

obtained
 

in
 

this
 

paper
 

was
 

verified
 

by
 

an
 

example.
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0 引言

因分数阶微分方程模型可应用于自然科学、工程技术等多个领域,因此近年来许多学者对其进行了

研究,并给出了不同的分数阶导数,如Riemann-Liouville导数、Caputo导数、Grunwald-Letnikov导

数、Marchaud导数、Hardamard导数等.2017年,Ma等[1]研究了如下一类含 Hadamard分数阶导数的

分数阶微分方程的边值问题:
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H
aDαu(t)-q(t)u(t)=

 

0,
 

1<t<e;

u(a)=u(e)=
 

0. 
其中:1<α≤2,q(t)是实连续函数.若上述方程有非零解,则有以下Lyapunov不等式成立:

 ∫
e

1
q(s)ds>Γ(α)λ1-α(1-λ)1-αeλ.

其中:λ=
2α-1- (2α-2)2+1

2 .2019年,Laadjal等[2]对文献[1]中的边值条件进行了推广,即研究

了如下边值问题:

 
H
aDαu(t)-q(t)u(t)=

 

0,
 

1≤a<t<b;

u(a)=u(b)=
 

0. 
其中:1<α≤2,q(t)是实连续函数.若上述方程有非零解,则有以下Lyapunov不等式成立:

 ∫
b

a
q(s)ds≥Γ(α)ξlnζ

aln
b
ζ
/lnb

a
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥
􀪁􀪁 1-α

.

其中:ξ=exp
1
2 2

(α-1)+lnba- 4(α-1)2+
 

ln2ba
   􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 .

受文献[1-2]的启发,本文研究如下一类含Hadamard分数阶导数的分数阶微分方程的边值问题的

Lyapunov不等式:

 
H
1Dαu(t)+q(t)u(t)=

 

0,
 

1<t<e;

u(1)=u'(1)=u″(1)=
 

0,
 

H
1Dβ(e)=

 

0. (1)

其中:3<α≤4,1<β≤2,q(t)是实连续函数.同时本文还研究以下微分方程解的存在性:

 
H
1Dαu(t)+f(t,u(t))=

 

0,
 

1<t<e;

u(1)=u'(1)=u″(1)=
 

0,
 

H
1Dβ(e)=

 

0. (2)

其中:3<α≤4,1<β≤2,q(t)是实连续函数.

1 预备知识

定义1[3] 定义函数u(t)的α阶Hadamard分数阶积分为:

 H
aIαu(t)=

1
Γ(α)

 

∫
t

a
lnt

s  
α-1

u(s)dss
,

 

a≤t≤b.

其中:a∈R+,且n-1<α≤n,n∈N.
定义2[3] 定义函数u(t)的α 阶Hadamard分数阶导数为:

 H
aDαu(t)=

 1
Γ(n-α)t

n dn

dtn

 

∫
t

a
lnt

s  
n-α-1

u(s)dss
,

 

a≤t≤b.

其中:a∈R+,且n-1<α≤n,n∈N.
由定义1和定义2可得到如下关系式:

 H
aIαH

aDαu(t)=u(t)+∑
n

i=1
ciln

t
a  

α-i

, (3)

 H
1DαH

1Iαu(t)=u(t). (4)

其中:n-1<α≤n,
 

n∈N;
 

ci∈R(i=1,…,n),且ci 是常数.

引理1[4] 若β-1>γ≥0,
 

t>a>1,则有HDγ
1+ ln

t
a  β-1

=
Γ(β)

Γ(β-γ)ln
t
a  β-γ-1

.

引理2u(t)是边值问题(1)的解,当且仅当u(t)满足u(t)=
 

∫
e

1
G(t,s)q(s)u(s)ds,其中:

091
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 G(t,s)=

(lnt)α-1

Γ(α)s
(1-lns)α-β-1-

(lnt-lns)α-1

Γ(α)s
,

 

1≤s≤t≤e;

(lnt)α-1

Γ(α)s
(1-lns)α-β-1,

 

1≤t≤s≤e.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(5)

证明 假设u(t)是边值问题(1)的解,则对边值问题(1)的两侧做积分可得:

 u(t)=c1(lnt)α-1+c2(lnt)α-2+c3(lnt)α-3+c4(lnt)α-4-
1
Γ(α)

 

∫
t

1
lnt

s  
α-1

q(s)u(s)
ds
s .

(6)

由此再由u(1)=u'(1)=u″(1)=
 

0,
 

3<α≤4可得c2=c3=c4=
 

0.对u(t)求β 阶导数可得:

 H
1Dβu(t)=c1

Γ(α)
Γ(α-β)

(lnt)α-β-1-
1

Γ(α-β)
 

∫
t

1
lnt

s  
α-β-1

q(s)u(s)
ds
s . (7)

根据条件H
1Dβu(e)=

 

0可得c1=
1
Γ(α)

 

∫
e

1
lne

s  
α-β-1

q(s)u(s)
ds
s .将该式代入式(6)可得:

 u(t)=
1
Γ(α)

 

∫
e

1
(lnt)α-1lne

s  
α-β-1

q(s)u(s)
ds
s -

1
Γ(α)

 

∫
t

1
lnt

s  
α-1

q(s)u(s)
ds
s
,

证毕.
引理3 G(t,s)有如下性质:

1)G(t,s)≥0,
 

t,s∈[1,e]×[1,e];

2)∀s∈[1,e],
 

max
t∈[1,e]

G(t,s)=G(e,s)=
(1-lns)α-β-1 1-(1-lns)β  

Γ(α)s
;

3)max
t,s∈[1,e]

G(t,s)=
Δ
Γ(α)

,其中:

 Δ=e
1+β-2α+ (β-2α+1)2-4(α-1)

2 2α-β-1- (β-2α+1)2-4α-1  
2  

α-1

×

  1-
2α-β-1- (β-2α+1)2-4(α-1)

2  
α-β-1

. (8)

证明 1)当t∈ 1,s  时,由式(5)显然可得G(t,s)≥0;当t∈ s,e  时,由式(5)可得:

 ∂G
(t,s)
∂t =

(α-1)(1-lns)α-β-1(lnt)α-2-(lnt-lns)α-2  
Γ(α)st .

因此再由α-β-1<α-2可知(1-lns)α-β-1 > (1-lns)α-2,故

 ∂G
(t,s)
∂t >

(α-1)(1-lns)α-2(lnt)α-2-(lnt-lns)α-2  
Γ(α)st .

由1≤s≤t≤e知,0≤lns≤1,
 

0≤lnt≤1,因此有lntlns≤lns,故lnt-lntlns≥lnt-lns.

又由于3<α≤4,因此(lnt-lntlns)α-2≥(lnt-lns)α-2,故∂G(t,s)
∂t ≥0.由上述可知G(t,s)关于

t是单调递增的,因此有G(t,s)≥G(s,s)≥0.
2)由上述证明可知,对于s∈[1,e],

 

G(t,s)关于t是单调递增的,因此有:

 max
t∈[1,e]

G(t,s)=G(e,s)=
(1-lns)α-β-1-(1-lns)α-1

Γ(α)s .

3)由式(5)可知,对于 ∀t∈[1,e],当s∈ 1,t  时有:

 ∂G
(t,s)
∂s =

1
Γ(α)s2

[-(lnt)α-1(1-lns)α-β-2(α-β-1)+(α-1)(lnt-lns)α-2-

  (lnt)α-1(1-lns)α-β-1+(lnt-lns)α-1]=

191
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(1-lns)α-β-2(lnt)α-1(-α+β+lns)+(lnt-lns)α-2(α-1+lnt-lns)

Γ(α)s2
>

  
(lnt-lns)α-β-2(lnt)α-1(-α+β+lns)+(lnt-lns)α-2(α-1+lnt-lns)

Γ(α)s2
>

  
(lnt-lns)α-2 (lnt)α-1(-α+β+lns)+(α-1+lnt-lns)  

Γ(α)s2
>

  
(lnt-lns)α-2 (lnt)α-1(-α+β+lns)+(lnt)α-1(α-1+lnt-lns)  

Γ(α)s2
>

  
(lnt-lns)α-2 (lnt)α-1(β+lnt-1)  

Γ(α)s2
.

由上式可知∂G(t,s)
∂s ≥0,因此G(t,s)关于s是单调递增的,故有:

 max
s∈[1,t]

G(t,s)=G(t,t)=
(lnt)α-1(1-lnt)α-β-1

Γ(α)t . (9)

当s∈[t,e]时,由式(5)可知,G(t,s)关于s是单调递减的,故有:

 max
s∈[t,e]

G(t,s)=G(t,t)=
(lnt)α-1(1-lnt)α-β-1

Γ(α)t . (10)

综合式(9)和式(10)可得,对于 ∀t∈[1,e]有 max
s∈[1,e]

G(t,s)=G(t,t)=
(lnt)α-1(1-lnt)α-β-1

Γ(α)t .记

H(t)=
(lnt)α-1(1-lnt)α-β-1

Γ(α)t
,则对 H(t)进行求导可得:

 H'(t)=
(lnt)α-2(1-lnt)α-β-2 (α-1)(1-lnt)-lnt(α-β-1)-lnt(1-lnt)  

Γ(α)t2
.

再令H'(t)=0,由此可得lnt=
2α-β-1± (β-2α+1)2-4(α-1)

2 .由于lnt∈(0,1),故H'(t)=0

有唯一解:t0=e
2α-β-1- (β-2α+1)2-4(α-1)

2 ,且H'(t)
>0,

 

1<t<t0;

<0,
 

t0 <t<e. 综上可知,max
t,s∈[1,e]

G(t,s)=H(t0)=

Δ
Γ(α)

,其中Δ 满足式(8).

引理4(Leray-Schauder不动点定理)[5] 设V 是Banach空间Y 的一个有界闭凸子集,E 是V 中的

相对开球,且0∈E.若算子F:􀭺E→V 是全连续的,则下列结论之一成立:①F 在􀭺E 中至少存在一个不动

点;② 存在u∈∂E 和ω∈(0,1),使得u=ωF(u).
引理5(Banach压缩映像原理)[6] 假设D 是Banach空间E 的非空闭子集,T:D →D 是压缩算子,

即对任意的x,y∈D 有 Tx-Ty ≤a x-y ,
 

a∈[0,1).则存在唯一的x*∈D,使得Tx*=x*,即

T 在D 内存在唯一的不动点x*.

2 主要结论及其证明

定理1 若边值问题(1)有非零解,则有:

 ∫
e

1

(1-lns)α-β-1 1-(1-lns)β  
s q(s)ds≥Γ(α),

 ∫
e

1
q(s)ds≥

Γ(α)
Δ .

证明 假设u(t)是边值问题(1)的非零解,则由引理2可知,u(t)=
 

∫
e

1
G(t,s)q(s)u(s)ds.令h=

291
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max
t∈[1,e]

u(t),则对∀t∈[1,e]有 u(t)≤
 

∫
e

1
G(t,s) q(s) u(s)ds≤

 

∫
e

1
max

t∈[1,e]
G(t,s) q(s)hds,即

 1≤
 

∫
e

1
max

t∈[1,e]
G(t,s) q(s)ds. (11)

由引理3中的性质2)及式(11)可得
 

∫
e

1

(1-lns)α-β-1 1-(1-lns)β  
s q(s)ds≥Γ(α).再由引理3

中的性质3)及式(11)可得
 

∫
e

1
q(s)ds≥

Γ(α)
Δ .证毕.

以下本文利用定理1讨论如下特征值问题:

 
H
1Dαu(t)+λu(t)=

 

0,
 

1<t<e;

u(1)=u'(1)=u″(1)=
 

0,
  

H
1Dβ(e)=

 

0. (12)

其中:3<α≤4,
 

1<β≤2.由定理1可得如下推论:

推论1 对于λ∈ -
Γ(α)

Δ(e-1)
, Γ(α)
Δ(e-1)  ,特征值问题(12)没有与其对应的特征函数.

证明 假 设 u1(t)是 特 征 值 问 题(12)的 一 个 非 零 特 征 函 数,其 相 对 应 的 特 征 值 为λ0 ∈

-
Γ(α)

Δ(e-1) , Γ(α)
Δ(e-1) .于是由定理1知 λ ≥

Γ(α)
Δ(e-1)

,这与假设矛盾,故推论1成立.

下面利用G(t,s)的性质讨论微分方程边值问题(2)解的存在性.首先记Banach空间E=C[1,e],

定义其范数为 y
 

=
 

max
t∈[1,e]

y(t),并定义算子P:E →E 为:

 Pu(t)=
 

∫
e

1
G(t,s)q(s)u(s)ds. (13)

另外,本文还作如下假设:

(H1)
 

f:[1,e]×R→R是连续函数;

(H2)
 

存在常数L >0,使得 f(t,y1)-f(t,y2)≤L y1-y2 对于任意的t∈[1,e]和任意的

y1,y2∈R都成立;

(H3)
 

存在非负连续函数l(t)∈C([1,e];R),使得 f(t,y)≤l(t)y 对任意的(t,y)≤[1,e]×
R都成立.

定理2 假设条件(H1)和(H2)成立,且若对于任意的t∈[1,e]有如下不等式成立:

 L <
Γ(α)

Δ(e-1)
, (14)

则边值问题(2)有唯一解.
证明 首先证明算子P:E →E 为压缩算子.由条件(H2)可知,对任意的u1,u2∈C([1,e];R)有:

 Pu1(t)-Pu2(t)≤
 

∫
e

1
G(t,s) f(s,u1(s)-f(s,u2(s)ds≤

  L
 

∫
e

1
G(t,s) u1(s)-u2(s)ds≤L

 

∫
e

1
G(t,s)dsu1-u2

 

≤LΔ(e-1)
Γ(α) u1-u2 ,

因此由式(14)可知P 是一个压缩算子.由此再由Banach压缩映像原理可知,算子P 存在唯一的不动

点,即边值问题(2)存在唯一解.
定理3 假设条件(H1)和(H3)成立,且若对于任意的t∈[1,e],有如下不等式成立:

 Δ(e-1)
Γ(α) l <1, (15)

则边值问题(2)至少存在一个解.
证明 由于定义算子P 与式(13)相同,因此定理3可以分为以下3个步骤证明:

391
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(i)P 是连续算子.由条件(H1)和勒贝格控制收敛定理显然可得.
(ii)P 是紧算子.首先证明P 是一致有界的.设Tr 是C([1,e];R)上的一个有界集,即存在M >0

使得对任意的u∈Tr 有 u ≤M 成立,再令L=
  

max
u ≤M

f(t,u(t))+1,则对任意的u∈Tr 有

 Pu
 

=
 

max
t∈[1,e]∫

e

1
G(t,s)f(s,u(s))ds ≤

Δ(e-1)
Γ(α)L.

于是根据算子一致有界的定义可知,P 是一致有界的.
下证P 是等度连续的.由式(13)可知,对任意的1≤t1 ≤t2 ≤e以及任意的u∈Tr,有:

 Pu(t2)-Pu(t1)
 

=∫
e

1
G(t2,s)f(s,u(s))ds-

 

∫
e

1
G(t1,s)f(s,u(s))ds ≤

 1
Γ(α)∫

e

1
(1-lns)α-β-1(lnt2)α-1f(s,u(s))

ds
s -

 

∫
e

1
(1-lns)α-β-1(lnt1)α-1f(s,u(s))

ds
s +

  1
Γ(α)∫

t2

1
ln

t2
s  

α-1

f(s,u(s))
ds
s -

  

∫
t1

1
ln

t1
s  

α-1

f(s,u(s))
ds
s =I1+I2.

其中:

 I1 ≤
lr (lnt2)α-1-(lnt1)α-1  

Γ(α)
 

∫
e

1
(1-lns)α-β-1d(lns)=

lr (lnt2)α-1-(lnt1)α-1  
Γ(α)(α-β)

,

 I2 ≤
lr
Γ(α)∫

t2

1
ln

t2
s  

α-1

d(lns)-
 

∫
t1

1
ln

t1
s  

α-1

d(lns)􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =

lr (lnt2)α -(lnt1)α  
Γ(α+1)

.

由上式可知,当t2-t1→0时,有I1,I2→0,即 Pu(t2)-Pu(t1)→0.由此可知PTr 是等度连续的,

于是再由Arezla-Ascoli定理可知P 是紧算子.

(iii)算子P 是有界的.利用反证法证明.由式(15)知存在足够大的N,使得Δ(e-1)
Γ(α) l N <N 成

立.定义集合E= u∈C([1,e];R):u <N  ,于是根据(ii)中的结论可知算子P:􀭺E→C([1,e];R)

是紧算子,且是连续的.假设存在λ∈(0,1)和u∈∂E,使得u=λPu 成立,则对任意的t∈(1,e)有:

 u(t)
 

= λPu(t) ≤
 

∫
e

1
G(t,s)f(s,u(s))ds≤

Δ(e-1)l u
Γ(α) .

由Δ(e-1)
Γ(α) l N <N 可得 u <N,这与 u =N 相矛盾,故对于任意的λ∈(0,1)和u∈∂E,有

u≠λPu 成立.
由定理3及引理4可知,算子P 至少存在一个不动点,因此边值问题(2)至少有一个解,证毕.

3 算例

考虑如下边值问题:

 

H
1D

7
2u(t)+

t
1+tsinu=

 

0,
 

1<t<e;

u(1)=u'(1)=u″(1)=
 

0,
 

H
1D

3
2(e)=

 

0.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (16)

其中:α=
7
2
,

 

β=
3
2
,

 

f(t,u(t))=
t
1+tsinu.由函数连续的定义可知,f是定义在[1,e]×R上的连续

函数.由引理3中Δ的计算公式可得Δ=e
41-9
4 ×9- 41

4  
5
2

×
41-5
4 ≈0.062118,由此根据式(14)

进一步计算可得 Γ(α)
Δ(e-1)≈

8.故由定理2可知,当L <8时边值问题(16)有唯一解.
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  在条件(H3)中取l(t)=t.由于t∈[1,e],因此有 t
1+t<t

,
 t
1+tsinu <tsinu .由此可知条件

(H3)成立,且f(t,u(t))满足条件(H1)和条件(H3).利用 Γ(α)
Δ(e-1)≈

8对式(15)进行求解可得

Δ(e-1)
Γ(α) l <1.由此再根据定理3可知,边值问题(16)至少存在一个解.
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