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摘要:
 

为了探讨引入时滞对分数阶模型稳定性的影响,建立了一类具有隔离项的时滞分数阶SIQ传染病模

型.首先,计算了模型的特征矩阵和特征方程,求出了模型的基本再生数和平衡点;其次,在无时滞和有时滞两

种情况下给出了具有隔离项的分数阶SIQ传染病模型存在无病平衡点稳定的充分条件;最后,利用分岔理论

对模型出现的 Hopf分岔行为进行了分析,结果表明模型的动力学特性与引入时滞的阈值大小密切相关.
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Abstract:
 

In
 

order
 

to
 

explore
 

the
 

effect
 

of
 

introducing
 

time
 

lags
 

on
 

the
 

stability
 

of
 

the
 

fractional-order
 

model,
 

we
 

developed
 

a
 

kind
 

of
 

time-lagged
 

fractional
 

SIQ
 

infectious
 

disease
 

models
 

with
 

isolation
 

terms.Firstly,
 

we
 

calculated
 

the
 

characteristic
 

matrix
 

and
 

characteristic
 

equation
 

of
 

the
 

model,
 

and
 

we
 

finded
 

the
 

basic
 

regenera-
tive

 

number
 

and
 

equilibrium
 

point
 

of
 

the
 

model.Secondly,
 

we
 

provided
 

sufficient
 

conditions
 

for
 

a
 

stable
 

disease-free
 

equilibrium
 

of
 

the
 

model
 

in
 

the
 

cases
 

of
 

no
 

time
 

lag
 

and
 

with
 

time
 

lag.Finally,
 

by
 

using
 

the
 

bifur-
cation

 

theory,
 

we
 

analyzed
 

the
 

Hopf
 

bifurcation
 

behavior
 

of
 

the
 

model.The
 

results
 

showed
 

that
 

the
 

dynamic
 

properties
 

of
 

the
 

model
 

were
 

closely
 

related
 

to
 

the
 

threshold
 

size
 

when
 

introducing
 

time
 

lags.
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0 引言

很多传染病(如霍乱、伤寒、流感、肺结核、艾滋病、鼠疫等)会严重危害人类的健康,因此做好预防工

作具有重要意义.目前,已有许多国内外学者利用分数阶微积分建立了传染病模型,并对模型的稳定性

和分岔等动力学特性进行了研究.例如:Mousa
 

Mohamed等[1]建立了一个关于儿童疾病(麻疹、腮腺

炎、水痘等)的分数阶“易感 感染 恢复”SIR模型,并定性考察了该模型的动力特性.Karaji等[2]建立了
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一个分数阶乙型肝炎流行模型,并利用分数阶Barbalat引理研究了该模型的全局动力学.Miao等[3]在

分数阶SIRS传染病模型中引入了两种不同的耦合控制器,并利用不动点定理研究了Julia集的复杂性

和不规则性.Wang等[4]提出了一类带有饱和方程的时滞分数阶SIR传染病模型,并在任意时滞下分析

了模型的稳定性与分支情况.在上述研究的基础上,为了进一步探讨引入时滞对分数阶传染病模型的动

力学特性的影响,本文建立了一类具有隔离项的时滞分数阶SIQ传染病模型,并研究了其动力学性质.

1 预备知识

定义1[5] 连续函数f:(0,+∞)→R的α(α>0)阶Caputo分数阶导数为:

 C
0Dα

tf(t)=
 1
Γ(n-α)

 

∫
t

0

f(n)(s)
(t-s)α-n+1ds,

其中0≤n-1≤α<n,
 

n=
 

[α]+1,Camma函数Γ(s)=
 

∫
+∞

0
xs-1e-xdx,

 

s>0.

引理1[6] Caputo分数阶导数的Laplace变换为:

 L{C0Dα
tf(t)}=

 

∫
+∞

0
e-st{C0Dα

tf(s)}ds=
 

sαF(s)-∑
n-1

k=0
sα-k-1f(k)(0),

 

n-1<α≤n.

引理2[7] 已知时滞分数阶系统:

 
CD

αi
txi(t)=fi(t,xi(t),xi(t-τ)),

xi(θ)=
 

φ(θ),
 

θ∈[-τ,0],
 

i=
 

1,2,3. 
其中:αi∈(0,1](i=

 

1,2,3),
 

fi(t,xi(t),xi(t-τ)):R+×R×R→R3.假设x*=
 

(x'1,x'2,x'3)

为上述时滞分数阶系统的零解,则 在 该 系 统 零 点 处 x*
 

=
 

(x'1,x'2,x'3)的 特 征 矩 阵 为 Δ(s)=

s
α1 -a11e

-sτ11 -a12e
-sτ12 -a13e

-sτ13

-a21e
-sτ21 s

α2 -a22e
-sτ22 -a23e

-sτ23

-a31e
-sτ31 -a32e

-sτ32 s
α3 -a33e

-sτ33

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,其中A=(aij)3×3 为系数矩阵,且该系统在零点处

(x*=
 

(x'1,x'2,x'3))的局部渐近稳定条件为特征方程 Δ(s) =
 

0的所有的根s满足Re[s]<0.

引理3[8](Routh-Hurwitz判据) 已知一元多项式方程λn+a1λn-1+a2λn-2+…+an-1λ+an =0,

其所有的根均具有负实部的充要条件是:

 Hl =

a1 a3 a5 … a2l-1

1 a2 a4 … a2l-2

0 a1 a3 … a2l-3

0 1 a2 … a2l-4

︙ ︙ ︙ ⋱ ︙

0 0 0 … al

>0,
 

l=
 

1,2,3,…,n.

2 具有隔离项的时滞分数阶SIQ传染病模型的建立

文献[9]的作者建立了如下一类具有隔离项的常微分SIQS的传染病数学模型:

 

S'(t)=
 

A-βSI-dS+rI+εQ,

I'(t)=
 

βSI-(r+δ+d+η1)I,

Q'(t)=
 

δI-(ε+d+η2)Q.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (1)
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其中:S(t)、I(t)、Q(t)分别为t时刻人群中的易感染者、感染者、隔离者人数;N(t)为t时刻人群总人

数,N(t)=
 

S(t)+I(t)+Q(t);A 为感染者人群对易感人群的感染率;β为易感人群与感染者的有效

接触率;d、η1、η2 分别为人群的自然死亡率、染病人群的死亡率、隔离人群的死亡率;δ为染病人群的隔

离率;r为染病人群的恢复率;ε为隔离人群的恢复率.
本文建立如下一类具有隔离项的时滞分数阶SIQ传染病模型:

 

D
α1
tS(t)=

 

A-βSI(t-τ)-dS+rI+εQ,

D
α2
tI(t)=

 

βSI(t-τ)-(r+δ+d+η1)I,

D
α3
t Q(t)=

 

δI-(ε+d+η2)Q.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(2)

其中:D
αi
t 为Caputo分数阶算子,τ 为时滞,αi∈(0,1](i=

 

1,2,3),
 

t∈[0,+∞),
 

S(0)=
 

st0 >0,
 

I(0)=It0 ≥0,
 

Q(0)=
 

Qt0 ≥0.若系统(2)中的任意平衡点为(􀭾S,􀭹I,􀭾Q),则将平衡点(􀭾S,􀭹I,􀭾Q)代入系

统(2)并进行线性化处理可得:

 

D
α1
tS(t)=(-β􀭹I-d)S(t)+(-β􀭾S+r)I(t-τ)+εQ(t),

D
α2
tI(t)=

 

β􀭹IS(t)+β􀭾SI(t-τ)-(r+δ+d+η1)I(t),

D
α3
t Q(t)=

 

δI(t)-(ε+d+η2)Q(t).

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3)

将系统(3)进行Laplace变换可得:

 

s
α1L[S(t)]-s

α1S(0)=(-β􀭹I-d)L[S(t)]+(-β􀭾S+r)e-sτ L[I(t)]+
 

∫
0

-τ
e-sτϕ(t)dt  +

  εL[Q(t)],

s
α2L[I(t)]-s

α2I(0)=
 

β􀭹IL[S(t)]+β􀭾Se-sτ L[I(t)]+
 

∫
0

-τ
e-sτϕ(t)dt  -

  (r+δ+d+η1)L[I(t)],

s
α3L[Q(t)]-s

α3Q(0)=
 

δL[I(t)]-(ε+d+η2)L[Q(t)].

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(4)

式(4)中L[S(t)]、L[I(t)]、L[Q(t)]分别为S(t)、I(t)、Q(t)的Laplace变换.对式(4)进行化简可得:

 Δ(s)·
L[S(t)]

L[I(t)]

L[Q(t)]  =
v1(s)

v2(s)

v3(s)  . (5)

其中:Δ(s)为系统(2)的特征矩阵,det(Δ(s))=
 

0为系统(2)的特征方程.另外,式(5)中的Δ(s)、

v1(s)、v2(s)、v3(s)分别可表示为:

 Δ(s)=

s
α1 +β􀭹I+d (β􀭾S-r)e-sτ -ε

-β􀭹I s
α2 -β􀭾Se-sτ +r+δ+d+η1 0

0 -δ s
α3 +ε+d+η2

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

 v1(s)=
 

s
α1S(0)+(-β􀭾S+r)e-sτ∫

0

-τ
e-sτϕ(t)dt,

 v2(s)=
 

s
α2I(0)+(β􀭾Se-sτ)∫

0

-τ
e-sτϕ(t)dt,

 v3(s)=
 

s
α3Q(0).
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3 解的稳定性及其Hopf分岔行为

3.1 系统(2)的平衡点及其基本再生数的计算

由于求解分数阶系统与整数阶系统平衡点的方法相同(整数阶系统dx(t)
dt =f(t,x)的平衡点是通

过使f(t,x)=
 

0求得的[10]),因此求分数阶系统(2)的平衡点可通过令D
α1
tS(t)=

 

0,
 

D
α2
tI(t)=

 

0,
 

D
α3
t Q(t)=

 

0后进行计算得到.经计算,系统(2)的无病平衡点为E0=(
A
d
,0,0),地方病平衡点为E*=

(S*,I*,Q*),其中:

 S*=
 r+δ+d+η1

β
,

 

I*=
 Aβ-rd-δd-d2-η1d

β(δ+d+η1-
εδ

ε+d+η2
)
,

 

Q*=
 δI*

ε+d+η2
. (6)

基本再生数是刻画传染病在传染初期的重要参数,也是区分传染病是否流行的阈值[10],因此本文

利用文献[11]中提出的再生矩阵法求解系统(2)在无病平衡点E0=
 

(A
d
,0,0)处的基本再生数R0.经

计算得R0=
 Aβ
d(r+δ+d+η1)

.

注1 基本再生数R0能够反映传染病模型中的平衡点稳定情况.由于地方病平衡点E*= (S*,I*,Q*)

满足式(6),因此对式(6)进行化简可得S*=
r+δ+d+η1

β
=

A
dR0

,
 

I*=
A
B
(1-

1
R0
),

 

Q*=
δI*

ε+d+η2
,

其中B=
 

δ+d+η1-
εδ

ε+d+η2
.由此显然知B=

 (δ+d+η1)(ε+d+η2)-εδ
ε+d+η2

 >0.由于当R0 >1

时,S*>0,
 

I*>0,
 

Q*>0,因此当R0 >1时系统(2)存在正的地方病平衡点E*=(S*,I*,Q*).

3.2 主要结论及其证明

3.2.1 系统(2)在无病平衡点E0 处的稳定性

定理1 对于所有τ≥0,当R0<1时,系统(2)在无病平衡点E0处为局部渐近稳定;当R0>1时,

系统在无病平衡点E0 处为不稳定.

证明 系统(2)在无病平衡点E0=(
A
d
,0,0)处的特征方程为:

 detΔ(s)E0  =

s
α1 +d Aβ

d -r  e-sτ -ε

0 s
α2 -

Aβ
d e

-sτ +r+δ+d+η1 0

0 -δ s
α3 +ε+d+η2

=
 

0. (7)

下面分τ=
 

0和τ>0两种情况讨论系统(2)在无病平衡点处的稳定性.
(i)当τ=

 

0时,设λi=
 

s
αi,

 

i=
 

1,2,3,则式(7)可化简为:

 (λ1+d)(λ2-βA
d +r+δ+d+η1)(λ3+ε+d+η2)=

 

0. (8)

由式(8)可得系统(2)的3个特征值分别为λ1=-d<0,
 

λ2=
 βA
d -r-δ-d-η1=(R0-1)(r+

 

δ+

d+η1),
 

λ3= -(ε+d+η2)<0.于是由引理2可知:当R0<1时,λ2<0,系统(2)在无病平衡点E0

处的特征值均为负,因此此时系统(2)在无病平衡点E0 处是局部渐近稳定的;当R0>1时,λ2>1,系统

(2)在无病平衡点E0处的特征值不满足Re[s]<0,因此此时系统(2)在无病平衡点E0处是不稳定的.
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(ii)当τ>0时,式(7)可化简为:

 (s
α1 +d)(s

α2 -βA
de

-sτ +r+δ+d+η1)(s
α3 +ε+d+η2)=

 

0. (9)

设λi=
 

s
αi,

 

i=
 

1,3,则式(9)的2个特征值分别为λ1=-d<0,
 

λ3=-(ε+d+η2)<0.由于式(9)

的左边第2个因子包含时滞τ,故应考虑如下方程的根:

 s
α2 -βA

de
-sτ +r+δ+d+η1=

 

0. (10)

令s=
 

iω(ω >0),并将其代入式(10)中可得:

 ω
α2(cos

α2π
2 +isin

α2π
2
)-βA

d
(cosωτ-isinωτ)+r+δ+d+η1=

 

0. (11)

分离式(11)中的实部和虚部可得:

 
ω

α2cos
α2π
2 +(r+δ+d+η1)=

 Aβ
d cosωτ

,

ω
α2sin

α2π
2 =-

Aβ
d sinωτ.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(12)

将式(12)中的2个方程分别进行平方、求和并化简后可得:

 ω
2α2 +2(r+δ+d+η1)cos

α2π
2ω

α2 +(r+δ+d+η1)2(1+R0)(1-R0)=
 

0. (13)

当R0<1时,由根与系数的关系可知方程(13)没有正实根.由此可知,式(9)的特征值实部均为负.于是

再由引理2可知,系统(2)在无病平衡点E0处是局部渐近稳定的.当R0>1时,由根与系数的关系可知

方程(13)有正实根,系统(2)在无病平衡点E0 处的特征值不满足Re[s]<0,故由引理2可知系统(2)

在无病平衡点E0 处是不稳定的.

3.2.2 系统(2)在地方病平衡点E*处的稳定性

系统(2)在地方病平衡点E*=(S*,I*,Q*)处的特征方程为:

 det[Δ(s)E*
]=

s
α1 +βI*+d (βS*-r)e-sτ -ε

-βI* s
α2 -βS*e-sτ +r+δ+d+η1 0

0 -δ s
α3 +ε+d+η2

=
 

0.(14)

整理式(14)可得:

 f1(s)+f2(s)e-sτ =
 

0. (15)

其中:f1(s)=s
α1+α2+α3+a1s

α1+α2+a2s
α1+α3+a3s

α2+α3+a4s
α1+a5s

α2+a6s
α3+a7,

 

f2(s)=-
 

(b1s
α1+α3 +

b2s
α3 +b3s

α1+b4),
 

a1=
 

(ε+d+η2),
 

a2=
 

r+δ+d+η1,
 

a3=
 

βI*+d,
 

a4=
 

(ε+d+η2)(r+
 

δ+

d+η1),
 

a5=
 

(βI*+d)(ε+d+η2),
 

a6=
 

(βI*+d)(r+δ+d+η1),
 

a7=
 

(βI*+d)(ε+d+η2)(r+

δ+d+η1),
 

b1=
 

βS*,
 

b2=
 

βrI*+βdS*,
 

b3=
 

βS*(ε+d+η2),
 

b4=(βrI*+βdS*)(ε+d+η2).
由注1可知,当R0>1时,地方病平衡点(E*=(S*,I*,Q*))中的S*>0,

 

I*>0;因此,ai(i=
 

1,

2,3,4,5,6,7)和bj(j=
 

1,2,3,4)均为正数.
定理2 假设系统(2)的分数阶α1=

 

α2=
 

α3=
 

α∈(0,1].当时滞τ=
 

0,
 

R0>1,
 

a1+a2+a3-

b1 >0,
 

(a1+a2+a3-b1)(a4+a5+a6-b2-b3)-(a7-b4)>0时,系统(2)在地方病平衡点E*

处是局部渐近稳定的.
证明 当时滞τ=

 

0时,化简式(15)可得f1(s)+f2(s)=
 

0,即:

04
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 s
α1+α2+α3 +a1s

α1+α2 +a2s
α1+α3 +a3s

α2+α3 +a4s
α1 +a5s

α2 +a6s
α3 +a7-

  b1s
α1+α3 -b2s

α3 -b3s
α1 -b4=

 

0. (16)

由于α1=
 

α2=
 

α3=
 

α∈(0,1],因此方程(16)可简化为:

 s3α +(a1+a2+a3-b1)s2α +(a4+a5+a6-b2-b3)sα +a7-b4=
 

0. (17)

令sα =
 

λ,于是方程(17)可简化为:λ3+p1λ2+p2λ+p3=
 

0,其中p1=
 

a1+a2+a3-b1,
 

p2=
 

a4+
a5+a6-b2-b3,

 

p3=
 

a7-b4.根据定理2中的已知条件可得:

 H1=p1=
 

a1+a2+a3-b1 >0,

 H2=p1p2-p3=(a1+a2+a3-b1)(a4+a5+a6-b2-b3)-(a7-b4)>0.
再由引理3中的Routh-Hurwitz判据知,系统(2)在地方病平衡点E*处的特征方程的根均具有负实部.
因此由引理2知,当时滞τ=

 

0且系统(2)的分数阶α1=
 

α2=
 

α3=
 

α∈(0,1]时,系统(2)在地方病平衡

点E*处是局部渐近稳定的.
3.2.3 系统(2)在地方病平衡点E*处的Hopf分岔行为

定理3 若系统(2)的分数阶α1=
 

α2=
 

α3=
 

α∈(0,1],则当时滞τ>0,且分岔点τ0=
 

min{τk
0}

(k=
 

0,1,2,…),满足Re(dsdτ
)-1

τ=τ0,ω=ω0
>0时,系统(2)在地方病平衡点E*处发生Hopf分岔,且有:

1)当τ<τ0 时,系统(2)在地方病平衡点E*处是局部渐近稳定的;

2)当τ>τ0 时,系统(2)在地方病平衡点E*处是不稳定的.
证明 当时滞τ>0,且系统(2)的分数阶α1=

 

α2=
 

α3=
 

α∈(0,1]时,式(15)可化简为:

 s3α +(a1+a2+a3)s2α +(a4+a5+a6)sα +a7-[b1s2α +(b2+b3)sα +b4]e-sτ =
 

0. (18)

由文献[12]中的Hopf分岔理论可知,若系统在平衡点处的特征方程存在一对共轭复根ρ(τ)±iω(τ),

且满足ρ(0)=
 

0,
 

ω(0)=
 

ω0,
 

ρ'≠0(横截条件),则ρ(τ)±iω(τ)的轨迹在τ=
 

τ0 处横向穿越虚轴,

即系统在该平衡点处发生 Hopf分岔行为.假设方程(18)含有一对纯虚根s=±iω,并将s=
 

iω =

ω(cosπ2+isin
π
2
)(ω >0)代入式(18)中并整理可得:

 T1+iT2-[cos(ωτ)-isin(ωτ)](T3+iT4)=
 

0, (19)

其中:

 T1(ω)=
 

ω3αcos3απ2 +(a1+a2+a3)ω2αcos(απ)+(a4+a5+a6)ωαcosαπ2 +a7, (20)

 T2(ω)=
 

ω3αsin3απ2 +(a1+a2+a3)ω2αsin(απ)+(a4+a5+a6)ωαsinαπ2 +a7, (21)

 T3(ω)=
 

b1ω2αcos(απ)-(b2+b3)ωαcosαπ2 +b4, (22)

 T4(ω)=
 

b1ω2αsin(απ)-(b2+b3)ωαsinαπ2. (23)

分离方程(19)的实部和虚部可得:

 
T3(ω)cos(τω)+T4(ω)sin(τω)=T1(ω),

T4(ω)cos(τω)-T3(ω)sin(τω)=T2(ω). (24)

再由式(20)可得:

 
cos(τω)=

 T1(ω)T3(ω)+T2(ω)T4(ω)
T2
3(ω)+T2

4(ω)
,

sin(τω)=
 T1(ω)T4(ω)-T2(ω)T3(ω)

T2
3(ω)+T2

4(ω)
.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(25)
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于是由cos2(τω)+
 

sin2(τω)=
 

1可得关于ω 的方程:

 T2
1(ω)+T2

2(ω)=T2
3(ω)+T2

4(ω). (26)

将式(20)—(23)代入式(26),并假设方程(26)有正根ω=
 

ω(k)
0 >0,由此可通过式(25)的第1个方程求

得时滞τ(k)
0 =

 1
ω0
[arccos(

T1(ω
(k)
0 )T3(ω

(k)
0 )+T2(ω

(k)
0 )T4(ω

(k)
0 )

T2
3(ω

(k)
0 )+T2

4(ω
(k)
0 )

)+2kπ],
 

k=
 

0,1,2,….

定义分岔点τ0=
 

min{τ(k)
0 },

 

k=
 

0,1,2,…,则当τ=
 

τ0时可得ω=
 

ω0.为进一步验证系统(2)在分

岔点τ0 处发生Hopf分岔的横截条件为ρ0=
 

0,
 

ω(0)=
 

ω0,
 

ρ'≠0,本文对特征方程(18)的时滞τ进

行了求导,得(ds
dτ
)-1=

 f'1(s)+f'2(s)e-sτ

f2(s)se-sτ -
τ
s.由于Re(dsdτ

)-1
τ=τ0,ω=ω0

>0满足系统发生Hopf分岔

的横截条件,因此根据Hopf分岔理论可知特征方程(18)的根横向穿越虚轴,系统(2)此时会出现Hopf
分岔,且分岔的临界阈值为τ=

 

τ0.当τ<τ0 时,系统(2)在地方病平衡点E*处是局部渐近稳定的;当

τ>τ0 时,系统(2)在地方病平衡点E*处是不稳定的.

4 结论

本文建立了一类具有隔离项的时滞分数阶SIQ传染病模型,并利用分数阶系统稳定性的相关理论

研究了当时滞τ≥0时,系统(2)在无病平衡点E0处的稳定情况,同时给出了其局部渐进稳定的充分条

件.以时滞为参数,利用Hopf分岔理论对系统(2)在地方病平衡点E*处所发生的 Hopf分岔行为进行

计算并分析表明:当τ<τ0(临界阈值)时,系统(2)在地方病平衡点E*处是局部渐近稳定的;当τ>τ0

时,系统(2)在地方病平衡点E*处是不稳定的.本文结果可为研究具有隔离项的时滞分数阶传染病系

统的动力学特性提供参考.
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