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摘要:
 

利用1/G 展开法对一类时间 空间分数阶Klein-Gordon方程进行了求解,并得到了丰富的行波解.所
得解主要为该方程的孤立波解和扭曲波解.选取部分解进行相图分析显示,所得解均是有效的.该研究结果扩

展了分数阶Klein-Gordon方程的应用范围.
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Abstract:
  

The
 

1/G
 

expansion
 

method
 

is
 

adopted
 

for
 

solving
 

a
 

class
 

of
 

time-space
 

fractional-order
 

Klein-
Gordon

 

equations.Computed
 

results
 

present
 

abundant
 

traveling
 

wave
 

solutions,which
 

mainly
 

include
 

two
 

parts:
 

solitary
 

wave
 

solutions
 

and
 

distorted
 

wave
 

solutions.Furthermore,
 

the
 

part
 

of
 

phase
 

diagrams
 

of
 

the
 

obtained
 

solutions
 

are
 

analyzed,
 

and
 

the
 

results
 

show
 

that
 

the
 

obtained
 

solutions
 

is
 

valid.The
 

research
 

extends
 

the
 

application
 

scope
 

of
 

the
 

fractional
 

Klein-Gordon
 

equations.
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0 引言

由于分数阶Klein-Gordon偏微分方程在流体力学、电学、信号处理、系统辨识以及经济学等领域有

着广泛的应用[1-2],因此寻求分数阶Klein-Gordon方程的解具有重要意义.本文考虑如下一类时间 空

间分数阶Klein-Gordon方程的孤立波解:

 D2α
tu(x,t)=D2α

xu(x,t)+du(x,t)-eu2(x,t), (1)

其中x∈Rn,
 

n∈Z+,
 

t>0,
 

0<α≤1,
 

d,e∈R为参数.
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式(1)是一类重要的分数阶偏微分方程(薛定谔方程的一种相对论形式),最初是由瑞典理论物理学

家O.Klein和德国物理学家 W.Gordon分别独立推导得出的[3].在式(1)中当α=1时,式(1)为整数阶

Klein-Gordon方程[4].目前,已经有很多学者借助不同的求解方法对方程(1)或与其相关的整数阶及时

间分数阶Klein-Gordon方程进行了研究,并得到了丰富的精确行波解.这些研究采用的主要方法有椭

圆方程辅助方法[4-5]、修正简单方程法[6]、首次积分法[7]、G'/G 展开法[8]、同伦摄动方法[9]、Jacobi谱配

置方法[10]、平面动力系统分支理论方法[11]等.但目前大部分学者研究的多为时间分数阶Klein-Gordon
方程[7-11],而对于时间 空间分数阶Klein-Gordon方程研究得较少:郭琳等利用修正的黎曼 刘维尔导

数及其性质以及一般椭圆方程(作为辅助方程)给出了方程(1)的部分精确解[5];M.Kaplan等利用一种

修正的简单方程法求得了方程(1)的诸多行波解[6].本文针对文献[5]缺少图形支撑和文献[6]存在解法

较为繁琐的问题,利用保形分数阶导数的性质和1/G 展开法[12-13]对方程(1)进行求解,得到了较为丰富

的孤立波解和扭曲波解.

1 1/G 展开法求解分数阶方程的应用

1.1 预备知识

求解分数阶方程的方法通常是将其化为整数阶方程后再求解.由于传统的Riemann-Liouville分数

阶导数定义[5]和Caputo[9]分数阶导数定义均带有积分形式,而保形分数阶导数的定义不带有积分形式

(应用更为方便),因此本文采用保形分数阶导数将方程(1)变换为整数阶微分方程后再进行求解.保形

分数阶导数的定义[11]为:

 ∂
α

∂tαf(t)=
  

lim
ε→0

f(t+εt1-α)-f(t)
ε

,
 

0<α≤1, (2)

其中f:(0,∞)→R,
 

t>0.
当α=

  

1时,保形分数阶导数为一阶导数.一般情况下,当0<α≤1且f(t)为含变量t的单项式分

数阶函数时,保形分数阶导数的表达式为:

 ∂
α

∂tαt
γ =

 

γtγ-α,
 

γ∈R. (3)

当f(t)=△u(t)为含变量t的多项式分数阶函数且可导时,保形分数阶导数的表达式为:

 Dα
tu(t)=

 

t1-αdu(t)
dt

,
 

0<α≤1. (4)

利用中值定理可证明式(4)成立,即:

 Dα
tu(t)=

  

lim
ε→0

u(t+εt1-α)-u(t)
ε =

  lim
ε→0

d
dtu

[(1-θ)t+θ(t+εt1-α)]  [(t+εt1-α)-t]

ε =
 

t1-αdu(t)
dt .

1.2 G'/G 展开法及其求解步骤

G'/G 展开法[14]是一种借助辅助函数求解方程孤立波解的方法,其不仅具有求解步骤清晰的优点,

而且得到的解的种类和数量较多.为了进一步提高G'/G 展开法的应用,近年来一些学者对其进行了改

进,如提出了修正的G'/G 展开法[15]、扩展的G'/G 展开法[16]和1/G 展开法[12-13]等.由于1/G 展开法

在求解非线性偏微分方程时具有求解步骤简洁以及求解效果相对更好的优点,因此本文采用该方法来

求解时间 空间分数阶Klein-Gordon方程(1)的解.
考虑如下具有变量x=(x1,x2,…,xl,t)的非线性分数阶偏微分方程:

13
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 F(u,Dα
tu,Dα

xu,u'x1,u'x2,u'x3,…,D
2α
tu,D2α

xu,u″x1x1,u″x2x2,u″x3x3,…)=
 

0,
 

0<α≤1. (5)

其中:Dα
t(·)、D2α

t (·)等分别表示对时间变量t求α阶、2α阶等导数;Dα
x(·)、D2α

x (·)等分别表示对空间

变量x求α阶、2α阶等导数;u'xi、u″xixi等分别表示对变量xi 求一次、二次等导数.为了求分数阶偏微分方

程(5)的行波解,需要对其进行行波变换.设:

 u(x1,x2,…,xl,t)=
 

φ(ξ),
 

ξ=
 

m1x1+m2x2+…+mlxl -
ctα

α
, (6)

其中m1,m2,…,ml∈R为任意常数,c为波速.根据式(6)可将式(5)变换为如下常微分方程:

 F1(φ,φ'ξ,φ″ξξ,…)=
 

0, (7)

其中φ'ξ、φ″ξξ 等分别表示对共同变量ξ 的求导.设方程(7)的解为1/G(ξ)的有限次幂级数,即:

 φ(ξ)=∑
n

i=0
ai(1/G(ξ))i. (8)

其中:系数ai(i=
 

0,1,2,…,n)为待定常数,且an ≠0,正整数n由平衡式(7)中含最高阶偏导数的项

和具支配地位的非线性项的次数来确定;G(ξ)由方程(9)来确定.

 G'(ξ)+λG(ξ)+1=
 

0, (9)

其中λ 是常数(λ≠0).
将式(8)代入式(7)后利用式(9)将式子左边化为1/G(ξ)的多项式形式,再通过合并[1/G(ξ)]i 的

同类项(i=
 

1,2,…,n)和令1/G(ξ)的各次幂项的系数为0即可得a0,a1,a2,…,an,c,λ的代数方程组.
解该代数方程组后,将其结果代入式(8)中即可得到用1/G(ξ)表示的方程(5)行波解的一般形式.

由一阶常微分方程的解法可知,方程(9)的解为G(ξ)=Aexp(-λξ)-
1
λ
,其中A 为任意常数.如

果不计孤立波的相位变更,取参数A=
 

1/λ(或-1/λ)即可获得方程(5)的孤立波解(或扭曲波解).

2 方程(1)的孤立波解

首先对方程(1)作行波变换,并令ξ
 

=
 1
α
(mxα-ctα),其中m 和c为常数,c表示波速;然后利用保

形分数阶的定义及式(3)、式(4)可得Dα
tu(x,t)=-cφ'ξ,

 

D2α
tu(x,t)=

 

c2φ″ξξ,
 

D2α
xu(x,t)=

 

m2φ″ξξ.将

这3个式子代入方程(1)进行化简可得:

 φ″ξξ    =
 d
c2-m2φ-

e
c2-m2φ

2. (10)

通过平衡式(10)中的最高阶导数项φ″ξξ 和最高阶非线性项φ2的次数可知,式(8)中的n=
 

2.由此可知方

程(10)的解等价于方程(1)的解,即:

 φ=
 

a0+a1(
1
G
)+a2(

1
G
)2. (11)

于是再由式(9)可得:

 φ2=
 

a2
0+2a0a1(

1
G
)+(a2

1+2a0a2)(
1
G
)2+2a1a2(

1
G
)3+a2

2(
1
G
)4, (12)

 φ″ξξ =
 

a1λ2(
1
G
)+(3a1λ+4a2λ2)(

1
G
)2+(2a1+10a2λ)(

1
G
)3+6a2(

1
G
)4. (13)

将式(11)、(12)、(13)代入式(10)进行整理,并令(1
G
)1、(1

G
)2、(1

G
)3、(1

G
)4 的系数为0,则可得如下几

个关于(1
G
)i(i=

 

0,1,2,3,4)的系数方程:

23
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 (1G
)0 的系数方程:

 da0

c2-m2-
ea2

0

c2-m2=
 

0, (14)

 (1G
)1 的系数方程:

 

a1λ2-
da1

c2-m2+
2ea0a1

c2-m2=
 

0, (15)

 (1G
)2 的系数方程:

 

3a1λ+4a2λ2-
da2

c2-m2+
e(a2

1+2a0a2)
c2-m2 =

 

0, (16)

 (1G
)3 的系数方程:

 

2a1+10a2λ+
2ea1a2

c2-m2=
 

0, (17)

 (1G
)4 的系数方程:

 

6a2+
ea2

2

c2-m2=
 

0. (18)

由于a2 ≠0,
 

λ≠0,因此通过求解由式(14)—(18)联立的方程组可得如下几组解:

 a0=
 

0,
 

λ=
 d
c2-m2

,
 

a1=-
6
e d(c2-m2),

 

a2=-
6(c2-m2)

e
; (19)

 a0=
 

0,
 

λ=-
d

c2-m2
,

 

a1=
 6
e d(c2-m2),

 

a2=-
6(c2-m2)

e
; (20)

 a0=
 d
e
,

 

λ=
 -d
c2-m2

,
  

a1=-
6
e -d(c2-m2),

 

a2=-
6(c2-m2)

e
; (21)

 a0=
 d
e
,

 

λ=- -d
c2-m2

,
 

a1=
 6
e -d(c2-m2),

 

a2=-
6(c2-m2)

e . (22)

其中:解(19)、(20)需d 与c2-m2 为同号且都不为0,解(21)、(22)需d与c2-m2 为异号且都不为0.
将解(19)代入式(11)后再结合式(9)可得方程(1)的解为:

 u=
 

φ(ξ)=
 

0-
6
e d(c2-m2)· 1

Aexp(-λξ)-1/λ
-
6(c2-m2)

e
1

Aexp(-λξ)-1/λ  
2

.

在上式中,若分别取A=
 1
λ=

 1
d/(c2-m2)

和A=-
1
λ=-

1
d/(c2-m2)

,则可分别得到方程(1)的

如下2个解:

 u1=
 3d
2e-

3d
2e
· coth12

d
c2-m2

(mxα

α -
ctα

α
)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

2

, (23)

 u2=
 3d
2e-

3d
2e
· tanh12

d
c2-m2

(mxα

α -
ctα

α
)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

2

. (24)

由于双曲正切、双曲余切函数是奇函数,因此将解(20)代入式(11)后再结合式(9)可得到与式(23)、

(24)分别相同的方程(1)的2个解.将解(21)代入式(11)后再结合式(9)可得到方程(1)的如下2个解:

 u3=
 3d
2e 2+coth

1
2

-d
c2-m2

(mxα

α -
ctα

α
)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

2

-
d
2e
, (25)

 u4=
 3d
2e 2+tanh

1
2

-d
c2-m2

(mxα

α -
ctα

α
)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

2

-
d
2e. (26)

类似于上述方法,将解(22)代入式(11)后再结合式(9)可得到方程(1)的如下2个解:

 u5=
 3d
2e 2-coth

1
2

-d
c2-m2

(mxα

α -
ctα

α
)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

2

-
d
2e
, (27)

 u6=
 3d
2e 2-tanh

1
2

-d
c2-m2

(mxα

α -
ctα

α
)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

2

-
d
2e. (28)
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注1 在解(23)、(24)中,x、t是变量,参数d、e、c、m 为非0的任意常数,d与c2-m2为同号;在解

(25)—(28)中,参数d、e、c、m 为非0的任意常数,d 与c2-m2 为异号;0<α≤1.

3 解的相图分析

由上述求解方程(1)的过程可知,本文利用1/G 展开法得到了8个孤立波解.但由于双曲正切、双

曲余切函数是奇函数,因此使得其中的2个解(通过奇偶变换后所得的解)与式(23)、(24)所表示的解相

同,所以在结果中只显示了6个解.将本文所得的解与文献[5-11]中的解进行对比可知,其结果是不同

的.为了验证本文所得解的有效性,本文给出了解的相图.由于解(23)、(25)的图形类似于解(27)的图形,解

(24)、(26)的图形类似于解(28)的图形,因此本文在此仅给出解(27)和(28)的图形(见图1和图2).

  (a)
 

x∈(-3,3),
 

t∈(0,3)       (b)
 

x∈(-10,10),
 

t∈(0,10)

图1 参数d=8、e=4、c=
 

1、m =3、α =
 

1/2时解(27)在不同区间下的三维图像

  (a)
 

x∈(0,3),
 

t∈(0,3)        (b)
 

x∈(0,30),
 

t∈(0,30)

图2 参数d=8、e=4、c=
 

1、m =3、α =
 

1/2时解(28)在不同区间下的三维图像

由图1(孤立波图)可以看出,图中的“孤立子”数量随变量区间的增大而减少,其原因是当区间变大

时许多小的“孤立子”在高大的“孤立子”的衬托下不易显现(但当区间缩小和图形放大时,“孤立子”会明

显显现).由图2(扭曲波图)可以看出,扭曲波并未随变量区间的增大而发生明显的变化(除图形“变陡”

外),其原因是扭曲波在传播时具有较好的稳定性.

4 结论

本文利用1/G 展开法和保形分数阶导数的定义对一类时间 空间分数阶Klein-Gordon方程进行

了求解,并得到了该方程的一些精确行波解(包含孤立波解和扭曲波解).利用 Maple软件对部分解的

43
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不同大小区间的三维图进行分析及数值模拟表明,所求得的这些解都是有效的.本文研究表明,1/G 展

开法是一种较为有效的求解非线性偏微分方程的方法,它可以求得方程的孤立波解和扭曲波解等行

波解.
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