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摘要:
 

利用Sobolev-Hardy不等式和变分法,证明了无界区域上一类带有权函数的半线性椭圆方程解的存在

性,该结果将有界区域上解的存在性及全空间上解的存在性推广到了无界的外区域上.
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Abstract:
  

Existence
 

of
 

solutions
 

for
 

semilinear
 

elliptic
 

equations
 

involving
 

weight
 

functions
 

in
 

unbounded
 

domains
 

is
 

proved
 

by
 

using
 

Sobolev-Hardy
 

inequality
 

and
 

variational
 

methods,which
 

extends
 

the
 

existence
 

of
 

solution
 

on
 

bounded
 

domain
 

and
 

in
 

the
 

whole
 

space
 

to
 

the
 

unbounded
 

outer
 

domain.
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0 引言

本文研究如下无界区域上的一类带有权函数的半线性椭圆方程:

 
-Δu-μ

u
x 2

 

= u p-2u,
 

x∈Ω;

u=
 

0,
 

x∈∂Ω.

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (1)

其中:Ω是RN(N ≥3)中具有光滑边界的外区域,0∉Ω;
 

μ>0;
 

2<p<2*,
 

2*是Sobolev嵌入的临

界指数(2*=
 2N
N -2

).目前,已有许多学者基于变分法和临界点理论在有界区域情形下对问题(1)解的

存在性进行了研究[1-4].但对于在无界区域情形下的问题(1)解的存在性,由于采用变分法和临界点理

论研究时会导致其Sobolev嵌入失去紧性,因此一些学者探讨了其他一些方法.例如:当区域Ω具有球

对称性质时,研究者将球对称空间中的 H1
0,r(Ω)紧嵌入到Lp(Ω)中,由此证明了该球存在对称解[5-6];
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对于区域不具有对称性的情形,研究者利用P.L.Lions提出的第一、第二集中紧性原理证明了其存在弱

解[7-10].
当问题(1)中的Ω不包含原点时,问题(1)是带权函数的半线性椭圆方程.文献[11]的作者用变分

原理和山路引理讨论了如下无界区域上的半线性椭圆方程解的存在性:

 
-Δu-μ

u
x 2

 

=
 λ
x s u q-2u+a(x)u r-2u,

 

x∈Ω;

u=
 

0,
 

x∈∂Ω.

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (2)

其中:Ω⊂RN(N≥3)为外区域,0∉Ω;
 

μ,λ>0;
 

0<s<2;
 

2*(s)<q<2*;
 

2<r<2*;
 

2*=
 2N
N -2

;
 

2*(s)=
 2(N -s)

N -2
;

  

a(x)∈L
2*

2*-r(Ω),a(x)≥0.文献[11]的作者在给定的条件下证明了问题(2)存在

无穷多解,且其中至少有一个正解.文献[12]的作者研究了如下外区域上的一类半线性椭圆方程解的

存在性:

 
-Δu-μ

u
x 2

 

=g(x)u q-2u+f(x,u),
 

x∈Ω;

u=
 

0,
 

x∈∂Ω.

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (3)

其中:Ω⊂RN(N ≥3)为外部区域,0∉Ω;
 

μ≥0;
 

2<q<2*,
 

2*=
 2N
N -2

.作者证明了当f(x,u)满

足Caratheodory条件和某些增长性条件以及g(x)∈C(Ω,R)满足某些有界性条件时,问题(3)存在非

平凡解和多解.
当问题(1)中的Ω为包含原点的区域时(系数有奇性),称问题(1)是带有Hardy项的半线性椭圆方

程的边值问题.文献[13]的作者研究了如下无界区域上的一类带 Hardy项且具有临界指数的半线性椭

圆方程非平凡解的存在性:

 
-Δu-μ

u
x 2

  

= u 2*-2u+λh(x)u,
 

x∈Ω;

u=
 

0,
 

x∈∂Ω.

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (4)

其中:λ>0;
 

0≤μ<
N -2
2  

2

;
 

Ω⊂RN 是具有光滑边界∂Ω的无界开区域,0∈Ω;h(x)∈L
N
2(Ω)

 

(N ≥3),
 

h(x)≥0.文献[13]的作者在给定条件下证明了问题(4)至少有p 对不同的解.文献[14]的
作者研究了如下上半空间中具有2个Sobolev-Hardy临界指数的非线性椭圆方程:

 

Δu+λu
2*(s1)-1

x
s1

+
u
2*(s2)-1

x
s2

 

=
 

0,
 

x∈Ω;

u(x)>0,
 

x∈Ω;

u(x)=
 

0,
 

x∈∂Ω.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(5)

其中:Ω=
 

RN
+(N ≥3);

 

0<s2<s1<2;
 

λ∈R.文献[14]的作者研究显示,在满足一定条件下问题(5)
存在一个最小能量解.基于上述研究,本文运用变分法和Hardy不等式证明问题(1)存在解.

1 预备知识

对任意的u∈H(Ω),问题(1)所对应的能量泛函为:

 I(u)=
 1
2∫Ω

(�u 2-μ
u 2

x 2
)dx-

1
p∫Ω

u pdx,

其中 H(Ω)= u∈H1
0(Ω)|

1
p∫Ω

u pdx < ∞  .
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定义1 定义空间 H(Ω)的内积为(u,v)=
 

∫Ω
(�u·�v-μ

uv
x 2

)dx,其中u,v∈H1
0(Ω).因此,

H(Ω)是一个Hilbert空间,且其连续嵌入到H1
0(Ω)中.另外,由内积(u,v)=

 

∫Ω
(�u·�v-μ

uv
x 2

)dx

导出的范数为 u H =△ u =
 

∫Ω
(�u 2-μ

u 2

x 2
)dx􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

1
2

.

定义2 对于u∈H1
0(Ω),若(u,v)=∫Ω

u p-2uvdx,∀v∈H1
0(Ω)成立,则称u是问题(1)的弱解.

引理1[3] 若Ω是不包含原点的外区域,则存在常数C=C(N)>0,且使得对任意u∈H1
0(Ω)都

有
 

∫Ω

u 2

x 2dx ≤C(N)∫Ω
�u 2dx.

引理2 对于0≤
 

μ<
 􀭵μ

 

=
 N -p

p  p
,范数 u =∫Ω

(�u 2-μ
u 2

x 2
)dx􀭠

􀭡
􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

1
2
与标准的Sobolev

范数 u H1(Ω)=
 

∫Ω
(�u 2+ u 2)dx  

1
2

等价.

证明  因为p>2,所以􀭵μ=
N -p
p  p

<1,于是由引理1可知引理2成立.

引理3 若存在{un}⊂H1
0(Ω)满足I(un)→C,I'(un)→0,则存在{un}的一个子列(仍记为{un})

以及某个u∈H1
0(Ω)使得un →u 在H1

0(Ω)中成立.
证明 因为{un}⊂H1

0(Ω)满足I(un)→C,I'(un)→0,所以有

 I(un)=
 1
2 un

2-
1
p

 

∫Ω
un

pdx=
 

C+o(1),
 

<I'(un),un>=
 

un
2-

 

∫Ω
un

p
dx=

 

o(1).

由上式可得(p
2-1)un

2=
 

Cp+o(1),故 un
2≤C,即{un}在H1

0(Ω)中有界.因此,存在某个u∈

H1
0(Ω)使得un 在H1

0(Ω)中弱收敛到u.由上述可知,对任意的有界区域D ⊂Ω,在Lp(D)中un →u,

其中2<p<2*,即对于 ∀vn∈H 有以下等式成立:

 <I'(un),vn>=(un,vn)-
 

∫Ω
un

p-2unvndx=
 

o(1),

 un
2=<I'(un),un>+

 

∫Ω
un

pdx=
 

o(1)+
 

∫Ω
un

pdx,

 un
2=<I'(un),u>+

 

∫Ω
un

p-2unudx+o(1)=
 

o(1)+∫Ω
un

p-2unudx.

设Ωl=
  

Ω∩Bl(0).由于在Lp(D)中un →u,因此当l>0时显然有
 

lim
n→ ∞∫Ωl

un
pdx=

 

∫Ωl
u pdx.

再由Young不等式可得
 

∫Ω\Ωl
un

pdx≤∫Ω\Ωl
1

2*

2*-pdx  
2*-p

2*∫Ω\Ωl
un

2*dx  
p

2* ≤C un
p ≤C,因

此
 

lim
n→ ∞∫Ω

un
pdx=

 

∫Ω
u pdx.类似上述证明易证

 

lim
n→ ∞∫Ω

un
p-2unudx =

 

∫Ω
u pdx,所以在

H1
0(Ω)中un →u.

引理4[15](山路引理) 设X 是实Banach空间,I∈C1(X,R)且I(0)=
 

0.若:(i)存在d,l>0使

得I(u)≥l>0,u =d;(ii)存在e∈X,e >d 使得I(e)≤0.则存在序列{un}⊂X 满足

I(un)→C,且I'(un)→0.如果I满足PS条件,则C 是I的临界值,其中C
 

=
  

inf
r∈Γ

sup
0≤t≤1

I(r(t))≥l,
 

Γ=
 

{r∈C([0,1],X);r(0)=
 

0,r(1)=
 

e}.
引理5[16](偶泛函临界点定理) 设E 是一个无限维的Banach空间,偶泛函I∈C1(E,R)满足PS

82
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条件和以下条件:
(i)对某个d>0,T >0,使得在Bd\{0}中有I>0,在∂Bd 上有I≥T,其中Bd ={x∈E;

x <d};
(ii)存在E的一个k维子空间Xk 且A0= {u∈E;I(u)≥0},使得Xk∩A0有界且

 

sup
u∈Xk

I(u)<∞.

令bm =
 

inf
K∈Γm
sup
u∈K

I(u),m∈{1,2,…,k},其中:

 Γm ={K ⊂E;K 关于0是紧对称的且 ∀h∈Γ1,ψ(K ∩h(∂B1))≥m}.
上式中:Γ1={h;h:E→E 是一个奇同胚,h(0)=

 

0,h(B1)⊂A0};B1={u∈E;u <1};
 

ψ(K)为

E 中紧对称子集K 的亏格.根据上述满足的条件有:

1)当0<T ≤b1 ≤ … ≤bk <
 

+∞ 时,b1,…,bk 是I的临界值;

2)若对某个m∈{1,2,…,k}有bm =
 

bm+1 成立,则对于每个bm,泛函I有无穷多个临界点.

2 主要结果及其证明

定理1 假设N ≥3,
 

2<p<2*,
 

0<μ<􀭵μ,
 􀭵μ在定义1中已给出,则问题(1)有无穷多个解,其

中至少存在一个非负解.
证明 首先证明问题(1)有一个正解.对于u∈H1

0(Ω),由于2<p<2*,且H1
0(Ω)嵌入到Lp(Ω)

中,因此对于问题(1)的能量泛函I(u)有下式成立:

 I(u)=
 1
2∫Ω

(�u 2-μ
u2

x 2
)dx-

1
p∫Ω

u pdx≥
1
2 u 2-C u p≥ u 2(1

2-C u p-2).

由上式可知,存在d,z>0使得对于u∈{u∈H1
0(Ω),u =

 

d}有I(u)≥z>0.因此,当u∈H1
0(Ω)

和t>0时有I(tu)=
 t2

2 u 2-
tp

p∫Ω
u pdx,且当t→+∞时有I(tu)→-∞.由此可知存在e=

 

t0u,

t0 >0使得I(e)<0,e >d.定义Σ={v∈C([0,1],W);v(0)=
 

0,v(1)=e},
 

C0=
 

inf
v∈Σ

 
sup
0≤t≤1

I(v(t)).

由定义可得C0 >z>0.再由山路引理可知,I(u)在临界点u0 处的临界值I(u0)=C0.又因为当

F(x,u)=F(x,-u)时,I为偶泛函,即I(u0)=
 

I(u0 ),因此可设u0≥0.于是由极大值原理[17]知,

u0 >0在Ω中几乎处处成立,故u0 为问题(1)的一个正解.
下面证明问题(1)有无穷多个解.由上述证明可知,I在空间H 中满足引理5的条件(i).给定k∈N,

并取ηi∈C∞
0 (Ω),ηi≥0(i=1,2,…,k),由此可得对于任意的i≠j有suppηi∩suppηj=

 

∅.由于

I(tηi)=
t2

2 ηi
2-

tp

p∫Ω
ηi

p,所以有lim
t→+∞

I(tηi)=-∞.对于E 的一个k维子空间Xk,给定k∈N,

并取Xk=
 

span{η1,η2,…,ηk},则由η1,η2,…,ηk 的支集两两不相交可知,I(∑
k

i=1
tiηi)=∑

k

i=1
I(tiηi).由

此根据引理5中的条件(i)的证明易证引理5的条件(ii)也满足,由此可得问题(1)至少存在k个解.由
于k是任意整数,因此可知问题(1)有无穷多个解.证毕.
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