
第49卷
 

第1期
2023年3月

延 边 大 学 学 报(自然科学版)
Journal

 

of
 

Yanbian
 

University
 

(Natural
 

Science
 

Edition)
Vol.49

 

No.1
Mar.2023

收稿日期:
 

2022 12 21
基金项目:

 

吉林省教育厅科学技术研究项目(JJKH2022527KJ)
第一作者:

 

王枫(1997—),男,硕士研究生,研究方向为常微分方程.
通信作者:

 

葛琦(1975—),女,硕士,教授,研究方向为常微分方程.

文章编号:
 

1004-4353(2023)01-0001-07

一类含CFC-分数阶导数微分方程的
Lyapunov不等式及其解的存在唯一性

王枫, 葛琦
(

  

延边大学
  

理学院,
 

吉林
  

延吉
  

133002
  

)

摘要:
  

研究了一类含CFC-分数阶导数的微分方程:
(CFC0Dpx)(t)+u(t)x(t)=

 

0,
 

2<p<3,
 

0<t<1;

x(0)=x'(0)=
 

0,
 

ax(1)+bx'(1)=
 

0,
 

a>0,
 

b>0,
 

0<
b
a <1. 

首先,分析了该方程所对应的格林函数的性质;其次,根据格林函数的性质得到了该微分方程的Lyapunov不

等式;再次,将该类方程一般化,并利用Banach压缩映像原理建立了此类微分方程解的存在唯一性;最后,

利用分数阶Gronwall不等式得到了微分方程 (CFC0Dpx)(t)+f(t,x(t))=0,
 

2<p <3,
 

0<t<1解的

Hyers-Ulam
 

稳定性.
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Abstract:
   

A
 

class
 

of
 

fractional
 

derivative
 

differential
 

equations
 

with
 

CFC
 

is
 

studied:
(CFC0Dpx)(t)+u(t)x(t)=

 

0,
 

2<p<3,
 

0<t<1;

x(0)=x'(0)=
 

0,
 

ax(1)+bx'(1)=
 

0,
 

a>0,
 

b>0,
 

0<
b
a <1. 

 

Firstly,
 

the
 

properties
 

of
 

the
 

Green
 

function
 

corresponding
 

to
 

this
 

kind
 

of
 

equation
 

are
 

analyzed,
 

and
 

then
 

Lyapunov
 

inequality
 

for
 

the
 

kind
 

of
 

differential
 

equation
 

is
 

obtained
 

according
 

to
 

the
 

properties
 

of
 

the
 

Green
 

function.Then,
 

the
 

kind
 

of
 

equation
 

is
 

generalized,
 

and
 

the
 

existence
 

and
 

uniqueness
 

of
 

the
 

solution
 

of
 

this
 

kind
 

of
 

differential
 

equation
 

is
 

established
 

by
 

using
 

the
 

Banach
 

contraction
 

mapping
 

principle.Finally,
 

the
 

Hyers-Ulam
 

stability
 

of
 

the
 

solution
 

of
 

the
 

differential
 

equation
 

(CFC0Dpx)(t)+f(t,x(t))=
 

0,
 

2<p<3,
 

0<t<1
 

is
 

obtained
 

by
 

using
 

the
 

fractional
 

Gronwall
 

inequality.
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0 引言

1907年,Lyapunov[1]提出了下列边值问题:

 
y″(t)+q(t)y(t)=

 

0,
 

a<t<b;

y(a)=y(b)=
 

0. 
其中:q(t)是实值连续函数.若方程存在非零解,则有Lyapunov不等式

 

∫
b

a
q(s)ds >

4
b-a

成立.

近年来,随着分数阶微分方程在各领域的广泛应用,学者们又定义了许多不同的分数阶导数.例如:

2018年,文献[2]的作者研究了如下分数阶微分方程的边值问题:

 
(CFaDαu)(t)+q(t)u(t)=

 

0,
 

1<α≤2,
 

t∈(a,b);

u(a)=u(b)=
 

0. 
其中:CFaDα 是α阶Caputo-Fabrizio分数阶导数.若方程有非零解,则有Lyapunov不等式

 

∫
b

a
q(s)ds >

4(a-1)(b-a)
((a-1)(b-a)-2+a)2

成立.其他相关研究成果详见文献[3-6].受上述文献启发,本文研究以下微

分方程的Lyapunov不等式:

 (CFC0Dpx)(t)+u(t)x(t)=
 

0,
 

2<p<3,
 

0<t<1; (1)

 x(0)=x'(0)=
 

0,
 

ax(1)+bx'(1)=
 

0,
 

a>0,
 

b>0,
 

0<
b
a <1. (2)

其中:u(t)是定义在[0,1]上的实值连续函数.同时本文还将研究以下微分方程解的存在唯一性及其

Hyers-Ulam稳定性:

 (CFC0Dpx)(t)+f(t,x(t))=
 

0,
 

2<p<3,
 

0<t<1; (3)

 x(0)=x'(0)=
 

0,
 

ax(1)+bx'(1)=
 

0,
 

a>0,
 

b>0,
 

0<
b
a <1.

 

(4)

1 预备知识

定义1[7] 定义函数f(t)∈L1([0,1],R)的s阶黎曼刘维尔(Riemann-Liouville)分数阶积分为:

 (Is
0+f)(t)=

 1
Γ(s)∫

t

0
(t-τ)s-1f(τ)dτ,

其中s>0,
 

τ>0,
 

Γ(·)为Gamma函数.
定义2[8] 设函数f是定义在[0,1]上的实值函数.定义函数f的α(α∈(0,1])阶Caputo-Fabrizio

分数阶积分为(CF0Iαf)(t)=
 1-α
B(α)f

(t)+
α

B(α)∫
t

0
f(s)ds,其中B∈([0,1],R+),B(0)=B(1)=

 

1.

定义3[9] 设f(n)是定义在[0,1]的实值函数.定义f的α(α∈(n,n+1],n≥1)阶Caputo-Fabrizio
分数阶积分为(CFaIαf)(t)=(In

0
CF
aIβf)(t),其中In

0 为n阶的Riemann-Liouville分数阶积分,β=
 

α-n.
定义4[9] 设函数f是定义在[0,1]上的实值函数.定义函数f在左Caputo和Fabrizio意义下的α

(α∈(0,1])阶左Caputo分数阶导数(简称CFC-分数阶导数)为

 (CFC0Dαf)(t)=
 B(α)
1-α∫

t

0
f'(s)exp -α

(t-s)α

1-α
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ds.

定义5[9] 设f(n)是定义在[0,1]的实值函数.定义函数f 的α(α∈(n,n+1],n≥1)阶CFC-分

数阶导数为(CFC0Dαf)(t)=(CFC0Dβf(n))(t),其中β=
 

α-n.
定义6 若存在一个正值常数 K,使得对任意的ε >0和对所有满足不等式 (CFC0Dpy)(t)+

 

f(t,y(t)) ≤ε,t∈[0,1]的解y(t)∈C([0,1],R),都存在微分方程(3)的一个解x(t)∈C([0,1],

2
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R),且使得 x(t)-y(t) ≤Kε成立,则称微分方程(3)是Hyers-Ulam稳定的.
性质1[9] 设α∈(n,n+1],n≥1,u(t)是定义在[0,1]上的函数,则有

 (CF0IαCFC
0Dαu)(t)=u(t)-􀰐

n

k=0

u(k)(0)
k! tk.

引理1[10](分数阶Gronwall不等式) 设β>0,u(x)在 0,h  (h≤+∞)上是局部可积非负函数,

g(x)是定义在[0,h)上的非负单调不减的连续有界函数.如果f(x)是[0,h)上的非负局部可积函数,

且满足f(x)≤u(x)+g(x)∫
x

0
(x -t)β-1f(t)dt,则有f(x)≤u(x)+

 

∫
x

0􀰐
∞

k=1

(g(x)Γ(β))k

Γ(kβ)
·

(x-t)kβ-1u(t)dt,
 

0≤x <h 成立.

引理2 微分方程(1)和(2)等价于积分方程x(t)=
 

∫
1

0
G(t,s)u(s)x(s)ds,其中格林函数G(t,s)=

1-β
B(β)

a(1-s)+b
a+2b

t2-(t-s)  + β
2B(β)

a(1-s)2+2b(1-s)
a+2b

t2-(t-s)2  , 

0≤s≤t≤1;

1-β
B(β)

a(1-s)+b
a+2b

t2+ β
2B(β)

a(1-s)2+2b(1-s)
a+2b

t2,
 

0≤t≤s≤1.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

证明 在式(1)两边同时作用 CF
0Ip 后再利用性质1和定义4可得:

 x(t)=
 

c0+c1t+c2t2-(CF0Ipux)(t)=
 

c0+c1t+c2t2-
 

∫
t

0
(t-s)Q(s,x(s))ds, (5)

其中Q(s,x(s))=
 1-β
B(β)

u(s)x(s)+ β
B(β)

 

∫
s

0
u(τ)x(τ)dτ,

 

β=p-2,
 

ci(i=
 

0,1,2)为常数.根据条

件x(0)=
 

0,对式(5)进行计算可得c0=
 

0.为了确定常数c1,计算下式:

 x'(t)=
 

c1+2c2t-
 

∫
t

0
Q(s,x(s))ds. (6)

根据条件x'(0)=
 

0,对式(6)进行计算可得c1=
 

0.为了确定常数c2,计算下式:

 x(1)=
 

c2-
 

∫
1

0
(1-s)Q(s,x(s))ds,

 

x'(1)=
 

2c2-
 

∫
1

0
Q(s,x(s))ds. (7)

根据条件ax(1)+bx'(1)=
 

0,对式(7)进行计算可得:

 ac2-
 

∫
1

0
(1-s)Q(s,x(s))ds  +b2c2-

 

∫
1

0
Q(s,x(s))ds  = 

0,

即

 c2=
 

a∫
1

0
(1-s)Q(s,x(s))ds+b∫

1

0
Q(s,x(s))ds

a+2b
. (8)

将式(6)—(8)代入式(5)可得:

 x(t)=
 

a∫
1

0
(1-s)Q(s,x(s))ds+b∫

1

0
Q(s,x(s))ds

a+2b
t2-

 

∫
t

0
(t-s)Q(s,x(s))ds. (9)

为了将式(9)整理成含有格林函数的形式,对其进一步计算得:

 ∫
1

0
(1-s)Q(s,x(s))ds=

 1-β
B(β)∫

1

0
(1-s)u(s)x(s)ds+ β

2B(β)∫
1

0
(1-s)2u(s)x(s)ds, (10)

 ∫
1

0
Q(s,x(s))ds=

 1-β
B(β)∫

1

0
u(s)x(s)ds+ β

B(β)∫
1

0
(1-s)u(s)x(s)ds, (11)

 ∫
t

0
(t-s)Q(s,x(s))ds=

 1-β
B(β)∫

t

0
(t-s)u(s)x(s)ds+ β

2B(β)∫
t

0
(t-s)2u(s)x(s)ds. (12)

将式(10)—(12)代入式(9)可得:

3
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 x(t)=

∫
t

0

1-β
B(β)

a(1-s)+b
a+2b

t2-(t-s)  + β
2B(β)

a(1-s)2+2b(1-s)
a+2b

t2-(t-s)2    u(s)x(s)ds+
 

∫
1

t

1-β
B(β)

a(1-s)+b
a+2b + β

2B(β)
a(1-s)2+2b(1-s)

a+2b  t2u(s)x(s)ds=
 

∫
1

0
G(t,s)u(s)x(s)ds.

2 主要结论及其证明

引理3 由引理1所定义的格林函数G(t,s)满足如下不等式:

 G(t,s) ≤
(1-β)(2δ2+3δ+1)+β(2δ2+δ)

4δ(δ+1)B(β)
,

 

δ=
 b
a.

证明 记g1(t,s)=
 (1-s)+δ
1+2δ

t2-(t-s),
 

g2(t,s)=
 (1-s)2+2δ(1-s)

1+2δ
t2-(t-s)2.

1)当0≤t≤s≤1时,G(t,s)=
 1-β
B(β)

(1-s)+δ
1+2δ

t2+ β
2B(β)

(1-s)2+2δ(1-s)
1+2δ

t2.由于

∂G(t,s)
∂t >0,因此G(t,s)在t∈[0,s]上单调递增,于是有G(0,s)≤G(t,s)≤G(s,s),即

 0≤G(t,s)≤
1-β
B(β)

(1-s)+δ
1+2δ

s2+ β
2B(β)

(1-s)2+2δ(1-s)
1+2δ

s2 ≤

  1-β
B(β)

4(1+δ)3

27(1+2δ)+
β

2B(β)
2+8δ

27(1+2δ)
. (13)

2)当0≤s≤t≤1时,G(t,s)=
 1-β
B(β)

g1(t,s)+ β
2B(β)

g2(t,s).首先研究函数g1(t,s).①0≤

s≤
1
2

的情况.对
∂g1(t,s)
∂t

进行计算可知,当t∈(s,
1+2δ

2(1-s)+2δ
)时,∂g1(t,s)

∂t <0;当t∈

( 1+2δ
2(1-s)+2δ

,1)时,
∂g1(t,s)
∂t >0.因此,有

 

min
s≤t≤1

g1(t,s)=g1
1+2δ

2(1-s)+2δ
,s  = -

1+2δ
4(1-s)+4δ+

s≤0.又由于g1(1,s)=
 δ(2s-1)
1+2δ ≤0,

 

g1(s,s)=
 1-s+δ
1+2δ

s2≥0,因此有max
s≤t≤1

g1(t,s)={g1(s,s)}.

由上述可知:

 g1(t,s) ≤maxg1(s,s),g1
1+2δ

2(1-s)+2δ
,s    . (14)

②12 <s≤1的情况.对
∂g1(t,s)
∂t

进行计算可知,当t∈(s,1)时,∂g1(t,s)
∂t <0,因此有min

s≤t≤1
g1(t,s)=

g1(1,s)=
 (1-s)+δ
1+2δ -(1-s)>0,

 

max
s≤t≤1

g1(t,s)=g1(s,s).由上述可知:

 g1(t,s) ≤g1(s,s). (15)

由式(14)和式(15)可得,当0≤s≤1时,有:

 g1(t,s) ≤maxg1(s,s),g1
1+2δ

2(1-s)+2δ
,s    . (16)

其次研究函数g2(t,s).因g2(t,s)=
(1-s)2+2δ(1-s)

1+2δ
t2-(t-s)2=ss-2δ-2

1+2δ
t2+2t-s  ,

所以对
∂g2(t,s)
∂t

进行计算可知:当t∈(s,
1+2δ
2δ+2-s

)时,∂g2(t,s)
∂t >0;当t∈(

1+2δ
2δ+2-s

,1)时,

∂g2(t,s)
∂t <0.因此,有max

s≤t≤1
g2(t,s)=

 

g2
1+2δ
2δ+2-s

,s  , 

min
s≤t≤1

g2(t,s)=
 

min{g2(s,s),g2(1,s)}.又

4
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由于g2(s,s)=
 (1-s)2+2δ(1-s)

1+2δ
s2>0,

 

g2(1,s)=
 

s2δ-2δs
1+2δ >0,因此有

 

min
s≤t≤1

g2(t,s)>0.由

上述可知:

 g2(t,s) ≤g2
1+2δ
2δ+2-s

,s  = (1-s)(2δ+1-s)
2δ+2-s . (17)

由 于 g1(s,s)=
 (1-s)+δ
1+2δ

s2 ≤
4(δ+1)3

27(1+2δ) ≤
1+2δ
4δ

, g1
1+2δ

2(1-s)+2δ
,s  =

 

(1-2s)(2s-1-2δ)
4(1-s)+4δ ≤

1+2δ
4δ

,
 

g2
1+2δ
2δ+2-s

,s  = (1-s)(2δ+1-s)
2δ+2-s ≤

2δ+1
2δ+2

,因此根据式

(16)和式(17)可知,当0≤s≤t≤1时,有 G(t,s) ≤
1-β
B(β)

1+2δ
4δ + β

2B(β)
2δ+1
2δ+2

.于是,再由式

(13)可得 G(t,s) ≤
1-β
B(β)

1+2δ
4δ + β

2B(β)
2δ+1
2δ+2=

 (1-β)(2δ2+3δ+1)+β(2δ2+δ)
4δ(δ+1)B(β)

.证毕.

定理1 若微分方程(1)和方程(2)存在非零解,则如下Lyapunov不等式成立:

 ∫
1

0
u(s)ds≥

4δ(δ+1)B(β)
(1-β)(2δ2+3δ+1)+β(2δ2+δ)

.

证明  若x(t)∈C[0,1]为微分方程(1)和微分方程(2)的非零解,则由引理1可知x(t)=
 

∫
1

0
G(t,s)u(s)x(s)ds.记S=

 

max
t∈[0,1]

x(t),于是由引理2可知

 S≤
 

∫
1

0

(1-β)(2δ2+3δ+1)+β(2δ2+δ)
4δ(δ+1)B(β)

u(s)Sds,

即
 

∫
1

0
u(s)ds≥

4δ(δ+1)B(β)
(1-β)(2δ2+3δ+1)+β(2δ2+δ)

,证毕.

推论1 若
 

∫
1

0
u(s)ds<

4δ(δ+1)B(β)
(1-β)(2δ2+3δ+1)+β(2δ2+δ)

,则微分方程(1)和方程(2)在

C[0,1]上不存在非零解.
考虑如下特征值问题:

 (CFC0Dpx)(t)+λx(t)=
 

0,
 

2<p<3,
 

0<t<1; (18)

 x(0)=x'(0)=
 

0,
 

ax(1)+bx'(1)=
 

0,
 

a>0,
 

b>0,
 

0<
b
a <1. (19)

由推论1可知,如下推论2成立.

推论2 若-
4δ(δ+1)B(β)

(1-β)(2δ2+3δ+1)+β(2δ2+δ)
<λ<

4δ(δ+1)B(β)
(1-β)(2δ2+3δ+1)+β(2δ2+δ)

,

则特征值问题(18)和(19)均不存在特征函数.
定理2 设f:[0,1]×R→R为连续函数,且对任意的(t,x),(t,y)∈[0,1]×R存在常数L>0,

使得 f(t,x)-f(t,y) ≤L x-y 成立.若L <
4δ(δ+1)B(β)

(1-β)(2δ2+3δ+1)+β(2δ2+δ)
,则微分方

程(3)和(4)存在唯一解.
证明 记空间E=

 

C[0,1],其范数 x
 

=
  

max
t∈[0,1]

x(t).显然可知空间E 为Banach空间.于是由引

理1可得微分方程(3)和(4)的等价积分方程为x(t)=
 

∫
1

0
G(t,s)f(s,x(s))ds.定义算子T:Tx =

 

∫
1

0
G(t,s)f(s,x(s))ds,于是由f 和G 的连续性可知T 是E →E 的.对于 ∀x,y∈E,由引理2可得:

 Tx-Ty =∫
1

0
G(t,s)(f(s,x(s))-f(s,y(s)))ds ≤L x-y∫

1

0
G(t,s)ds≤

5
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  L
(1-β)(2δ2+3δ+1)+β(2δ2+δ)

4δ(δ+1)B(β)
x-y

 

< x-y ,

因此T 为压缩算子.再由Banach压缩映像原理可知,存在不动点x*,使得Tx*=x*.由此可知,微分方

程(3)和(4)存在唯一解,证毕.
下面考虑如下含CFC-分数阶导数非线性微分方程解的Hyers-Ulam稳定性:

 (CFC0Dpx)(t)+f(t,x(t))=
 

0,
 

2<p<3,
 

0<t<1, (20)

其中f:[0,1]×R→R为连续函数,且对任意的(t,x),(t,y)∈[0,1]×R存在常数L >0,使得

f(t,x)-f(t,y) ≤L x-y 成立.
定理3 非线性微分方程(20)的解是Hyers-Ulam稳定的.
证明  对 ∀ε>0有如下不等式成立: (CFC0Dpy)(t)+f(t,y(t)) ≤ε,

  

t∈(0,1).令g(t)=
(CFC0Dpy)(t)+f(t,y(t)),于是有 g(t) ≤ε.再由性质1和定义2可得:

 y(t)=
 

c0+c1t+c2t2+I2 1-β
B(β)

(g(t)-f(t,y(t)))+ β
B(β)

 

∫
t

0
(g(s)-f(s,y(s)))ds  =

  c0+c1t+c2t2+
1-β
B(β)

 

∫
t

0
(t-s)g(s)-f(s,y(s))  ds+

  β
2B(β)

 

∫
t

0
(t-s)2 g(s)-f(s,y(s))  ds,

 x(t)=
 

c0+c1t+c2t2+I2 1-β
B(β)

-f(t,x(t))  + β
B(β)

 

∫
t

0
(-f(s,x(s)))ds  =

  c0+c1t+c2t2+
1-β
B(β)

 

∫
t

0
(t-s)-f(s,x(s))  ds+ β

2B(β)
 

∫
t

0
(t-s)2 -f(s,x(s))  ds,

 x(t)-y(t) ≤
1-β
B(β)

 

∫
t

0
(t-s)f(s,y(s))-f(s,x(s))-g(s)  ds +

  β
2B(β)

 

∫
t

0
(t-s)2 f(s,y(s))-f(s,x(s))-g(s)  ds ≤

  1-β
B(β)

 

∫
t

0
(t-s)L x(t)-y(t)+ε  ds+ β

2B(β)
 

∫
t

0
(t-s)2 L x(t)-y(t)+ε  ds=

 1-β
B(β)

t2ε
2 +L∫

t

0
(t-s)x(t)-y(t)ds  + β

2B(β)
t3ε
3 +L∫

t

0
(t-s)2 x(t)-y(t)ds  .

记m=
 

max 1-β
2B(β)

, β
6B(β)  ,

 

n=
 

max1-β
B(β)

, β
2B(β)  ,于是由上式可和:

 x(t)-y(t) ≤2mt2ε+2nL∫
t

0
(t-s)x(t)-y(t)ds.

再由引理1可得:

 x(t)-y(t) ≤2mt2ε+2mε∫
t

0􀰐
∞

k=1

(2nL)k

Γ(2k)
(t-s)2k-1s2ds≤

2mε+2mε􀰐
∞

k=1

(2nL)k

Γ(2k)B
(2k,3)≤2mε+2Γ(3)mε􀰐

∞

k=0

(2nL)k

Γ(2k+3)=
 

2mε+2Γ(3)mεE2,3(2nL),

其中Eα,β(x)为广义的Mittag-Leffler函数,Eα,β(x)=􀰐
∞

k=0

xk

Γ(αk+β)
.令2m+2Γ(3)mE2,3(2nL)=K,

由此可得 x(t)-y(t) ≤Kε,证毕.

3 具体算例

考虑如下微分方程:
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 (CFC0D
5
2x)(t)+

cos2(x(t))
4t2+3

-4t3-t+1=
 

0; (21)

 x(0)=x'(0),
 

2x(1)+x'(1)=
 

0, (22)

其中a=
 

2,b=
 

1.令B(x)=
 

sin(πx)+1.根据定理2对 4δ(δ+1)B(β)
(1-β)(2δ2+3δ+1)+β(2δ2+δ)

、β、δ进

行计算可得: 4δ(δ+1)B(β)
(1-β)(2δ2+3δ+1)+β(2δ2+δ)

=
 

3,β=
 1
2
,δ=

 1
2.于是可得 f(t,x)-f(t,y)=

 

cosx-cosy  cosx+cosy  
4t2+3

≤
2
3 x-y ,由于2

3<3
,因此由定理2可知微分方程(21)和(22)

存在唯一解.
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