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摘要:
 

研究了一个带单服务器且加工时间相等的两机流水作业排序问题,其目标函数是使总完工时间达到最

小.研究表明,该流水作业排序问题是强NP 困难的.针对该流水作业排序问题构造了一种新的加工顺序,并
证明该加工顺序的紧界为7/6.
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Abstract:
    

We
 

consider
 

the
 

problem
 

of
 

two-machine
 

flow-shop
 

scheduling
 

with
 

a
 

single
 

server
 

and
 

equal
 

processing
 

times,
 

the
 

objective
 

function
 

is
 

to
 

minimize
 

total
 

completion
 

time.We
 

show
 

that
 

this
 

problem
 

is
 

NP-hard
 

in
 

the
 

strong
 

sense
 

and
 

present
 

a
 

busy
 

schedule
 

for
 

it
 

with
 

worst
 

case
 

ratio
 

7/6,
 

and
 

the
 

bound
 

is
 

tight.
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0 引言

根据排序问题的三元表示法[1],对于目标函数是最大而完工时间达到最小的这种经典流水作业排

序问题可表示为F||Cmax.随着对排序问题的不断研究,学者们提出了不同约束条件、不同目标函数的

现代排序问题[2-6].本文研究带单服务器且加工时间相等的两机流水作业排序问题.根据文献[1],该问

题可表示为F2,S1pi,j =p 􀰐
n

j=1
Cj,其中目标函数是使总完工时间􀰐

n

j=1
Cj 达到最小,Cj 为最后完工工

件Jj 的完工时间.文献[7]的作者研究了F2||􀰐
n

j=1
Cj 排序问题的复杂性;文献[8]的作者证明了

F2pi,j=p 􀰐
n

j=1
Cj 排序问题是强NP 困难的,并给出了复杂度为O(nlogn)、紧界是4/3的启发式算

法;文献[9]的作者证明了F2,S1si,j =s 􀰐
n

j=1
Cj 排序问题是强NP 困难的,并给出了一种新的启发式
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算法,同时还证明了该算法的紧界为6/5.在上述研究基础上,本文研究F2,S1pi,j =p 􀰐
n

j=1
Cj 排序问

题,并讨论该问题的复杂性.

1 F2,S1|pi,j =p|􀰐Cj 排序问题的复杂性

假设Ci,j 为工件Jj 在机器Mi 上的完工时间.若在机器M1 和机器M2 上不存在空闲时间,则有:

 C1,1=s1,1+p1,1,
 

C2,1=s1,1+p1,1+s2,1+p2,1,

 C1,j =C1,j-1+s1,j +p1,j,
 

C2,j =max{C2,j-1,C1,j}+s2,j +p2,j,其中j=2,…,n.

定理1 F2,S1pi,j =p 􀰐
n

j=1
Cj 排序问题是强NP 困难的.

证明  本文应用从强NP 困难的数字匹配问题[10]到F2,S1pi,j =p 􀰐
n

j=1
Cj 排序问题的归约来

证明定理1中的排序问题是强NP 困难的.数字匹配问题可描述为:给定两个正整数集X={x1,x2,…,

xn}和Y={y1,.y2,…,yn}以及一个目标向量集{z1,z2,…,zn},且􀰐
n

i=1

(xi+yi)=􀰐
n

i=1
zi,则正整数集

X ∪Y 能分解为n个不相交的子集Z1,Z2,…,Zn(每个子集Zi 中的元素zi 满足zi=xi+yi(xi∈X,

yi∈Y,i=1,2,…,n)).
为了证明定理1,构造由下面7n 个工件组成的工件组:

1)P 工件:s1,i=b,
 

p1,i=b;
 

s2,i=b+xi,
 

p2,i=b
 

(i=1,2,…,n).

2)Q 工件:s1,i=0,
 

p1,i=b;
 

s2,i=b+yi,
 

p2,i=b
 

(i=1,2,…,n).

3)R 工件:s1,i=0,
 

p1,i=b;
 

s2,i=b-zi,
 

p2,i=b
 

(i=1,2,…,n).

4)U 工件:s1,i=0,
 

p1,i=b;
 

s2,i=0,
 

p2,i=b
 

(i=1,2,…,n).

5)V 工件:s1,i=0,
 

p1,i=b;
 

s2,i=0,
 

p2,i=b
 

(i=1,2,…,n).

6)W 工件:s1,i=0,
 

p1,i=b;
 

s2,i=0,
 

p2,i=b
 

(i=1,2,…,n).

7)L 工件:s1,i=4b,
 

p1,i=b;
 

s2,i=b,
 

p2,i=b
 

(i=1,2,…,n).

由以上可知,要证明定理1只需证明如果F2,S1pi,j =p 􀰐
n

j=1
Cj 排序问题存在满足􀰐

n

j=1
Cj(S0)≤y=

􀰐
n

i=1
xi+􀰐

n

i=1

(xi+yi)+(77n2-13n-4)b/2的工序S0 当且仅当数字匹配问题有解即可.

假设数字匹配问题有解,机器在加工过程中无空闲时间,其中机器 M1 按工序σ(σ={σP1,1
,σQ1,1

,

σR1,1
,σU1,1

,σV1,1
,σW1,1

,σL1,1
,…,σP1,n

,σQ1,n
,σR1,n

,σU1,n
,σV1,n

,σW1,n
,σL1,n

})加工工件,机器M2 按工序τ
(τ={τP2,1

,τQ2,1
,τR2,1

,τU2,1
,τV2,1

,τW2,1
,τL2,1

,…,τP2,n
,τQ2,n

,τR2,n
,τU2,n

,τV2,n
,τW2,n

,τL2,n
})加工工件,

如图1所示.

图1 F2,S1|pi,j =p|􀰐
n

j=1
Cj 排序问题的甘特图
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  由图1可知,工序σ和τ显然满足C(S)=C(σ,τ)≤y,即F2,S1pi,j =p 􀰐Cj 排序问题存在

满足条件C(S)≤y的加工工序σ和τ.对于机器M1上的加工路径{P1,1,Q1,1,R1,1,U1,1,V1,1,W1,1}和

机器M2 上的加工路径{R2,1,U2,1V2,1,W2,1,L2,1,…,R2,n,U2,n,V2,n,W2,n,L2,n}有:

 C(S)≥3b+x1+5b+x1+y1+7b+x1+y1-z1+8b+9b+10b+…+

  (3+(n-1)11)b+x++(5+(n-1)11)b+xn +yn +(7+(n-1)11)b+…+

  (11n+1)b=􀰐
n

i=1
xi+􀰐

n

i=1

(xi+yi)+(77n2-13n-4)b/2=y,

且使得C(S)=y.
由以上可知:如果加工顺序S存在这样的分解μ,则完工时间等于y的加工顺序(如图1所示);如果

加工顺序S 不存在这样的分解μ,即加工顺序S 不是数字匹配问题的解,则xi+yi ≠zi(i=1,2,…,

n).令ξi=xi+yi-zi(i=1,2,…,n),则ξi >0或者ξi <0(对于ξi <0同理讨论).由上述可得:

􀰐
n

j=1
Cj(S)=􀰐

n

i=1
xi+􀰐

n

i=1

(xi+yi)+(77n2-13n-4)b/2+5􀰐
n

i=1
ξi+10􀰐

n-1

i=1
ξi+…+5nξ1 >y,

该式与C(S)=y 矛盾,证毕.

2 F2,S1|pi,j =p|􀰐
n

j=1
Cj 排序问题的最坏性能比

为讨论F2,S1pi,j =p 􀰐
n

j=1
Cj 排序问题的最坏性能比,本文规定加工顺序为忙加工顺序(工件从

开始加工工件到完成,服务器无空闲时间).

定理2 假设F2,S1pi,j =p 􀰐
n

j=1
Cj 排序问题的工序S0 是一个忙加工顺序,S*是排序问题的最

优解,则􀰐
n

j=1
C(S0)/􀰐

n

j=1
C(S*)<7/6,且上界是紧的.

证明  对于加工顺序S,记Ii,j(S)(i=1,2;j=1,…,n)为工件Jj 在机器Mi 上的总空闲时间.
如果在机器M1 上的加工路径为1,…,j,在机器M2 上加工的工件为Jj,则有:

 Cj =􀰐
j

i=1

(s1,i+p1,i)+I1,j +s2,j +p2,j. (1)

如果在机器M1 上的加工工件为J1,在机器M2 上的加工顺序为1,2,…,j,则有:

 Cj =s1,1+p1,1+􀰐
j

i=1

(s2,i+p2,i)+I2,j. (2)

如果在机器M1 上的加工顺序为1,…,l,在机器M2 上的加工顺序为l,…,j,则有:

 Cj =􀰐
l

i=1

(s1,i+p1,i)+I1,i+􀰐
j

i=l

(s2,i+p2,i)+I2,j. (3)

由式(1)— 式(3)有:

 6􀰐
n

j=1
Cj(S0)=(2(􀰐

j

i=1

(s1,i+p1,i)+I1,j)+(2(􀰐
j

i=1

(s2,i+p2,i)+I2,j))+

  (2􀰐
l

i=1

(s1,i+p1,i)+I1,j)+􀰐
j

i=1

(s2,i+p2,i+(2(s1,1+p1,2)+2(s2,j +p2,j)))≤

  7􀰐
n

j=1
Cj(S*).
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由上式可得􀰐
n

j=1
Cj(S0)/􀰐

n

j=1
Cj(S*)≤7/6.

为了证明上界的紧性,本文构造了如下2种工件:

1)P 工件:s1,i=2b,
 

p1,i=b,
 

s2,i=2b,
 

p2,i=b(i=1,2);

2)Q 工件:s1,i=0,
 

p1,i=b,
 

s2,i=0,
 

p2,i=b(i=3,4).

其中忙加工顺序S0 为(1,2,3,4),最优加工顺序S*为(1,3,2,4).图2和图3分别表示忙加工顺序的总

完工时间和最优加工顺序的总完工时间.由图2和图3可知,􀰐
4

j=1
Cj(S0)/􀰐

4

j=1
Cj(S*)=

35b
30b=7/6,即该

忙加工顺序上界是紧的.证毕.

 图2 忙加工顺序S0 的总完工时间􀰐
4

j=1
Cj(S0)     图3 最优加工顺序S* 的总完工时间􀰐

4

j=1
Cj(S*)

3 结语

本文证明了F2,S1pi,j =p 􀰐
n

j=1
Cj 排序问题的复杂性,并引入了一种新的加工顺序(该加工顺序

的紧界为7/6).对该问题需进一步讨论的是:① 如何解决不同服务时间和加工时间时的流水作业排序

问题,即需要研究F2,S1si,j,pi,j 􀰐
n

j=1
Cj 排序问题;②如何将流水作业排序问题的相关方法推广到自

由作业排序问题中.
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