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摘要:
  

为了求解线性等式约束和不等式约束的凸优化问题,在平衡増广拉格朗日方法B-ALM的基础上提出

了一个新的惩罚性的増广拉格朗日方法(P-ALM).数值实验表明,该方法可用于求解线性等式和不等式约束

的凸优化问题,且参数条件更为放松.
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Abstract:
   

To
 

solve
 

convex
 

optimization
 

problems
 

with
 

linear
 

equality
 

and
 

inequality
 

constraints,
 

this
 

paper
 

proposes
 

a
 

new
 

punitive
 

augmented
 

Lagrange
 

method
 

(P-ALM)
 

based
 

on
 

the
 

balanced
 

augmented
 

Lagrange
 

B-ALM.Numerical
 

experiments
 

show
 

that
 

this
 

method
 

can
 

be
 

used
 

to
 

solve
 

convex
 

optimization
 

problems
 

with
 

linear
 

equality
 

and
 

inequality
 

constraints,
 

and
 

the
 

parameter
 

conditions
 

are
 

more
 

relaxed.
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0 引言

  増广拉格朗日方法(ALM)是求解线性约束凸优化问题的经典算法.线性等式约束的凸优化模型为:

 minθ(x)|Ax=b,x∈χ  , (1)

其中θ(x):Rn →R是一个闭凸函数(不一定是强凸或光滑的),χ ⊆Rn 是一个闭凸集,A∈Rm×n,b∈
Rm.由于x 的子问题不易求解,因此通常将问题(1)迭代为:

 (ALM)
 xk+1∈arg

 

minθ(x)-(λk)T(Ax-b)+β
2 Ax-b 2|x∈χ  ,

λk+1=λk -β(Axk+1-b).

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

(2)

其中:β>0是罚参数,λ∈Rm 是拉格朗日乘子,x 和λ 分别为原始变量和对偶变量.
优化问题(1)的拉格朗日方程为L(x,λ)=θ(x)-λT(Ax-b),其中(x,λ)∈χ×Rm.令拉格朗日

方程的鞍点为(x*,λ*),则有:
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 Lλ∈Rm(x*,λ)≤L(x*,λ*)≤Lx∈χ(x,λ*).
上式等价于以下变分不等式:

 
x*∈χ,

 

θ(x)-θ(x*)+(x-x*)T(-ATλ*)≥0,∀x∈χ;

λ*∈Λ,
 

(λ-λ*)T(Ax*-b)≥0,∀λ∈Rm. (3)

式(3)的紧凑形式为如下单调变分不等式(VI):

 ω*∈Ω,
 

θ(x)-θ(x*)+(ω-ω*)TF(ω*)≥0,∀u∈Ω, (4)

其中ω=
x
λ  , 

F(ω)=
-ATλ
Ax-b  , 

Ω=χ×Rm,且ω 满足(ω1-ω2)T(F(ω1)-F(ω2))≥0.由于对

任意的ω1,ω2∈Ω均成立,因此算子F 是单调的.假设问题(1)的解集非空(用Ω*表示),则求解优化问

题(1)就是找问题(4)的解点.求解问题(1)的PDHG迭代为:

 PDHG  

xk+1=arg
 

minθ(x)-λT(Ax-b)+
r
2 x-xk 2|x∈χ  ,

􀭺xk =xk+1+(xk+1-xk),

λk+1=arg
 

max
 

θ􀭺xk  -λT(A􀭺xk -b)-
s
2 λ-λk 2  .

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(5)

其中r>0,s>0,rs> ATA .式(5)的收敛性取决于以下矩阵:

 Q=
rIn AT

A sIm  . (6)

因为rs> ATA ,Q 是对称正定的,所以有 ω Q:= ωTQω.在式(6)中,可将Q 写成:

 Q=
rIn -AT

-A sIm  ,
其中rs> ATA .问题(5)的迭代格式为:

 

λk+1=arg
 

max
 

θxk  -λT Axk -b  -
s
2 λ-λk 2  ,

􀭵λk =λk+1+ λk+1-λk  ,

xk+1=arg
 

minθ(x)-(􀭵λk)T(Ax-b)+
r
2 x-xk 2|x∈χ  .

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
(7)

由文献[1]可知,式(7)是对偶 原始迭代顺序的定制邻近点算法(C-PPA)[1].为了更好地求解优化问题

(1),文献[2]的作者在平衡増广拉格朗日方法(B-ALM)的基础上增加了Ax ≥b这一条件,进而可较

为容易地计算出经典ALM(2)中的两个子问题.

令r>0,δ>0为两个任意常数,并且定义正定矩阵H0∈Rm×n,H0:=
1
rAAT+δIm  .在式

H0:=
1
rAAT+δIm  中,记

 

qk
0:=xk +

1
rATλk,

 

sk
0=A 2xk+1-xk  -b.算法(7)中的原迭代点为

(xk,λk),新迭代点 xk+1,λk+1  可以由以下步骤得出:

 
xk+1=

 

arg
 

min
 

θ(x)+
r
2 x-qk

0
2|x∈χ  ,

λk+1=
 

arg
 

min 12
(λ-λk)H0(λ-λk)+(sk

0)Tλ|λ∈Rm  .

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(8)

B-ALM的收敛性取决于矩阵HB(HB =
rI AT

A 1
rAAT+δI  )的正定性.B-ALM的优点是大大放
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松了一些ALM算法和相关一阶分裂算法的收敛条件[3-8],即参数r不再依赖于 ATA .文献[3]的作

者在B-ALM的基础上提出了一种惩罚増广拉格朗日方法(P-ALM),该算法中的初始点为 x0,λ0  ,

P-ALM的迭代形式为:

 
xk+1=

 

arg
 

min
 

x∈χ
θ(x)-<λk,Ax-b>+

r
2 A(x-xk)2+

1
2 x-xk 2

Q  
λk+1=λk -r A 2xk+1-xk  -b  ,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 , (9)

其中Q ≻0,r>0.式(9)中迭代格式的收敛性取决于矩阵HP =
rATA+Q AT

A 1
rI  的正定性.由于

B-ALM是通过修改对偶来放松收敛性,而P-ALM在修改x 的子问题中增加了迭代次数,因此这两种

算法的收敛速度均有所降低.为此,本文在B-ALM和P-ALM的基础上提出一种广义扩展型増广拉格

朗日方法,该算法对原始和对偶问题都作了修改,并且放松了参数条件.

1 广义扩展型增广拉格朗日算法

本文考虑更一般的凸规划模型,该模型包括线性不等式约束和不等式约束:

 minθ(x)|Ax=b 或 ≥b  ,x∈χ  . (10)

GEALM算法  s(s>0)、γ(γ>0)、β(β>0)和r(r>0)是任意常数,xk,λk  为给定的迭代

点,新的迭代点 xk+1,λk+1  由以下步骤产生:

 
xk+1=

 

arg
 

min
 

x∈χ
θ(x)-<λk,Ax-b>+

1
2s A(x-xk)2+

γ
2 x-xk 2  ,

λk+1=arg
 

min 12 λ-λk 2

βI+
1
rAAT +λT A 2xk+1-xk  -b  |λ∈Rm

+  .

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(11)

GEALM算法的收敛性取决于以下矩阵的正定性:

 H =

1
sATA+γI AT

A βI+
1
rAAT

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,∀β,s,γ,r>0. (12)

对比文献[2]中B-ALM算法中的矩阵HB 可知,矩阵HB 的左上角等价于式(12)中H 的γ(r为

固定值),而本文给出的矩阵条件为γ >r1- β
s  

2

.由此可知,GEALM 算法的参数条件得到了放

松.例如: β
s =0.5时,GEALM算法的条件为γ>

r
4
,即下界放松到了原来的四分之一;当H:s→∞,

β=δ,γ=r时,矩阵H 变为HB(等价于文献[2]中的矩阵HB).
对比文献[9]中P-ALM算法中的矩阵HP 可知,Q ≻0,r>0,矩阵HP 的条件相当于H 矩阵中

的β(s为固定值),而本文给出的矩阵条件为β>s1-
γ
r  

2

.由此可知,GEALM算法的参数条件也

得到了放松.例如: γ
r =0.5,本文算法的条件为β>

1
4s
,即下界放松到了原来的四分之一;当H:β=

s,r→ ∞ 时,矩阵H 变为HP(等价于文献[9]中的矩阵HP).由以上可以看出,GEALM 算法扩展了

B-ALM算法和P-ALM算法,且参数条件得到了进一步的放松.

引理1 若 β
s +

γ
r >1成立,则式(12)中定义的矩阵H 是正定的.
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证明  由式 β
s +

γ
r >1可知,当α:=

1+ β
s +

γ
r

2
时, β

s >α>1-
γ
r

成立.令:

 H =

1
sATA+γI AT

A βI+
1
rAAT

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=
1
sATA αAT

αA βI  + γI 1-α  AT

1-α  A 1
rAAT  =H1+H2,

 H1=
1
sATA αAT

αA sα2I  + 0 0

0 β-sα2  I  =
1
s
AT

 

sαI  1
s
A,

 

sαI  + 0 0

0 β-sα2  I  ,

 H2=
r(1-α)2I 1-α  AT

1-α  A 1
rAAT  + γ-r(1-α)2  I 0

0 0  =

  
r 1-α  I
1
r

A  r 1-α  I,
 1
r

AT  + γ-r(1-α)2  I 0

0 0  ,
则对于任意的ω=

x
λ  ≠0有:

 ωTH1ω=
1
s
Ax+ sαλ

2

+ β-sα2  λ 2,

 
 

ωTH2ω= r 1-α  x+
1
r

ATλ
2

+ γ-r(1-α)2  x 2.

上式中,若β-sα2 >0成立,则矩阵H1 是正定的;若 γ-r(1-α)2  >0成立,则矩阵H2 是正定的;

若 β
s +

γ
r >1成立,则矩阵H 也是正定的.

引理2 GEALM算法产生的序列 ωk = xk,λk    可使下式成立:

 ωk+1∈Ω,
 

θ(x)-θ(xk+1)+(ω-ωk+1)TF(ωk+1)≥(ω-ωk+1)TH(ωk -ωk+1),∀ω∈Ω.(13)

证明  在式(11)中,关于x 的子问题的解可描述为:

 xk+1∈χ,
 

θ(x)-θ(xk+1)+(x-xk+1)T -ATλk +
1
sATA+γI  (xk+1-xk)  ≥0,∀x∈χ.

在上式中,对于任何未知的λk+1 均有:

 xk+1∈χ,
 

θ(x)-θ(xk+1)+(x-xk+1)T -ATλk+1  ≥

  (x-xk+1)T 1
sATA+γI  xk -xk+1  +ATλk -λk+1    ,∀x∈χ. (14)

同理,式(14)中关于λk+1 的子问题的解可由下式描述:

 λk+1∈Λ,
 

(λ-λk+1)T A 2xk+1-xk  -b  + βI+
1
rAAT  λk+1-λk    ≥0,∀λ∈Λ.

由以上可得:

 λk+1∈Λ,
 

(λ-λk+1)T(Axk+1-b)≥

  (λ-λk+1)T A xk -xk+1  + βI+
1
rAAT  λk -λk+1    ,∀λ∈Λ. (15)

联立式(14)和式(15),由此再根据式(4)中的符号即可得式(13).证毕.
引理3 GEALM算法产生的序列 ωk = xk,λk    可使下式成立:
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 θ(x)-θ(xk+1)+(ω-ωk+1)TF(ω)≥

  12 ω-ωk+1 2
H - ω-ωk 2

H  +
1
2 ωk -ωk+1 2

H,∀ω∈Ω. (16)

证明  由于式(4)定义的算子F 是带有斜对称矩阵的仿射算子,因此有:

 (ω-􀭹ω)T F(ω)-F(􀭹ω)  ≡0,∀ω∈Ω. (17)

由式(17)可知(ω-ωk+1)TF ωk+1  =(ω-ωk+1)TF(ω),由此进一步可知式(13)的左端等价于
 

θ(x)-
θ(xk+1)+(ω-ωk+1)TF(ω).综合上述可知:

 ωk+1∈Ω,
 

θ(x)-θ(xk+1)+(ω-ωk+1)TF(ω)≥(ω-ωk+1)TH ωk -ωk+1  ,∀ω∈Ω. (18)

在式bTH b-a  =
1
2 b 2

H - a 2
H  +

1
2 a-b 2

H 中,令a=ω-ωk,b=ω-ωk+1,于是可得:

 (ω-ωk+1)TH ωk -ωk+1  =
1
2 ω-ωk+1 2

H - ω-ωk 2
H  +

1
2 ωk -ωk+1 2

H . (19)

将式(19)代入式(18)的不等号右边即可得证引理3.
定理1 因在GEALM算法生成的序列 ωk = xk,λk    中含有矩阵H,且在式(12)中定义了该矩

阵,因此序列 ωk  满足:

 ωk+1-ω* 2
H ≤ ωk -ω* 2

H - ωk -ωk+1 2
H,∀ω*∈Ω*. (20)

证明  将式(16)中的ω 设为任意固定的ω*∈Ω*,则由此可得:

 ωk -ω* 2
H - ωk+1-ω* 2

H - ωk -ωk+1 2
H ≥

  2θ(xk+1)-θ(x*)+(ωk+1-ω*)TF ω*    ,∀ω*∈Ω*.
由于ω*∈Ω*,ωk+1∈Ω,所以根据式(4)可知上述不等式的不等号右端为非负,定理1得证.

定理2 因在GEALM算法生成的序列 ωk = xk,λk    中含有矩阵H,且在式(12)中定义了该矩

阵,因此序列 ωk  可收敛到某个ω∞∈Ω*.
证明  由式(20)可知,序列 ωk  是有界的,并且lim

 

k→ ∞
ωk -ωk+1 2

H =0.设ω∞ 是 ωk  的聚点,

ω
kj  是收敛到ω∞ 的子序列,同时在式(13)中令k=kj -1,则由此可得:

 ω
kj∈Ω,

 

θ(x)-θx
kj  +(ω-ω

kj)TF ω
kj  ≥ (ω-ω

kj)TH ω
kj-1

-ω
kj  ,∀ω∈Ω.

因为矩阵H 是正定的,所以由式
 

lim
 

k→ ∞
ωk -ωk+1 2

H =0以及θ(x)和F(ω)的连续性可得:

 ω∞∈Ω,
 

θ(x)-θx∞  +(ω-ω∞)TF ω∞  ≥0,∀ω∈Ω.
上式表明ω∞ 是式(4)的一个解点.于是根据式(20)可知 ωk+1-ω∞ 2

H ≤ ωk -ω∞ 2
H,因此 ωk  收

敛到ω∞.定理2得证.

2 数值实验

实验环境为:笔记本电脑,处理器为Intel
 

Core
 

i5-8250U
 

CPU@1.60GHz
 

1.80GHz,内存为4GB,

系统为 Windows10,软件为 MATLAB
 

R2016b.实验中给定矩阵C 为对称矩阵.在F 模下求与C 距离

最近的相关性矩阵为:

 min 12 X -C 2
F|diagX  =e,X∈Sn

+  . (21)

其中:e表示n 维向量,其每个分量都是1(数字1);Sn
+ 表示n×n 正半定锥的集合.本文选取C-PPA

算法[10]与本文提出的GEALM算法进行比较.当tol=le-10时,2种算法求解相关行矩阵(式(21))的
结果见表1.图1和图2为tol=le-10时,两种算法分别在维度n=150和n=300下的迭代变化图.当

tol=le-12时,2种算法求解相关行矩阵(式(21))的结果见表2.图3和图4为tol=le-12时,2种

算法分别在维度n=100和n=200下的迭代变化图.
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由表1和表2及图1—图4可知,在矩阵取不同维度和tol取不同数值时,GEALM算法在迭代次数、

CPU运行时间、收敛速度等方面显著优于C-PPA算法,由此表明GEALM算法优于C-PPA算法.

表1 tol=le-10时2种算法的迭代次数和CPU运行时间

n
GEALM

迭代次数 CPU运行时间/s
C-PPA

迭代次数 CPU运行时间/s
100 20 0.045 30 0.057
150 20 0.085 31 0.156
200 20 0.150 31 0.193
300 20 0.447 32 0.532

 图1 n=150时2种算法的迭代变化      图2 n=300时2种算法的迭代变化 

表2 tol=le-12时2种算法的迭代次数和CPU运行时间

n=
GEALM

迭代次数 CPU运行时间/s
C-PPA

迭代次数 CPU运行时间/s
100 24 0.032 35 0.041
150 20 0.076 36 0.139
200 20 0.145 37 0.206
500 20 1.143 38 1.284

 图3 n=100时2种算法的迭代变化     图4 n=200时2种算法的迭代变化 
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