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摘要:
 

在研究m-NA阵列行和的收敛性质的基础上,利用截尾方法和矩不等式获得了m-NA阵列的完全收

敛性定理.所得结果推广了文献[9]中的研究结果(m-NA随机变量序列要弱于NA随机变量序列).
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Abstract:
   

On
 

the
 

basis
 

of
 

studying
 

the
 

convergence
 

properties
 

of
 

m-NA
 

array
 

row
 

sums,
 

the
 

complete
 

conver-

gence
 

theorem
 

of
 

m-NA
 

array
 

is
 

obtained
 

by
 

using
 

the
 

truncation
 

method
 

and
 

moment
 

inequality.The
 

results
 

obtained
 

generalize
 

the
 

literature
 

[9]
  

results
  

(m-NA
 

random
 

variable
 

sequence
 

is
 

weaker
 

than
 

NA
 

random
 

var-
iable

 

sequence).
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0 引言

1983年,Joag等[1]提出了如下NA(Negatively
 

Associated)定义:

定义1 称随机变量X1,X2,…,Xn(n≥2)是NA的,若对任意两个非空不交子集A1,A2⊂{1,

2,…,n}均有Cov(f1(xi;i∈A1),f2(xj;j∈A2))≤0,其中fi(i=1,2)是使上式有意义且对各变元

是不降的函数.称随机变量列 Xn;n≥1  是NA列,若对任意的n≥2,X1,X2,…,Xn 是NA的.
由于NA序列在可靠性理论、渗透理论和多元统计分析理论等方面有着广泛应用,因此许多学者对

其进行了研究[2].2007年,Hu等[3]提出了如下m-NA随机变量的定义:

定义2 设m ≥1是一个给定的整数,如果对任意的n≥2和满足 ik -ij ≥m(1≤k≠j≤n)

的任意i1,…,in,Xi1
,…,Xin

均为NA序列,则称 Xn,n≥1  是m-NA(m-Negatively
 

Associated)序

列.固定n,并假设每一行内的随机变量序列 Xni  是m-NA的,则称随机阵列{Xni;1≤i≤n,n∈N}

是行为m-NA阵列.
由定义2可知,NA序列是m-NA序列在m=1时的特例.由于m-NA随机变量弱于NA随机变量,

因此近年来一些学者对m-NA序列的收敛性进行了研究.例如:Hu等[4]研究了一个具有m-NA随机变
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量的Kolmogorov指数不等式,Wu等[5]研究了m-NA随机变量加权和的完全收敛性和完全矩收敛性,

Shen等[6]研究了具有m-NA随机变量的 Marcinkiewicz-Zygmund型不等式和Rosenthal型不等式,

Wang等[7]研究了m-NA随机变量部分和的若干强收敛性.基于上述研究,本文利用截尾方法和矩不等

式研究m-NA阵列的完全收敛性问题.本文中用C表示与n无关的正常数,并且C可在不同的地方表示

不同的常数,即使在同一式中也是如此.本文记Snj =􀰐
j

k=1
Xnk.

1 主要结果及其证明

引理1[6] 设 Xn;n∈N  为m-NA随机变量序列.若 fn;n∈N  皆是单调非降(或者单调非增)

连续函数,则 fn(xn);n∈N  仍然是m-NA序列.

引理2[6] 设 Xn;n∈N  是均值为0的m-NA序列,且对p ≥1有E Xn
p < ∞.则对 ∀n≥

m ≥1,若1≤p≤2,则E max
1≤j≤n 􀰐i≤jXi

p  ≤Cm,p􀰐
i≤n

E Xi
p.这里取Cm,p =4mp.

引理3[8] 设l(x)>0为x → ∞ 的慢变化函数,则有:

1)
 

lim
x→ ∞

l(vx)
l(x)=1,∀v>0;

 

lim
x→ ∞

l(v+x)
l(x) =1,∀v>0;

2)
 

lim
k→ ∞

sup
2k≤x≤2k+1

l(x)
l(2k)=1

;

3)
 

lim
x→+∞

xvl(x)=+∞,
 

lim
x→+∞

x-vl(x)=0,∀v>0.

定理1 设 Xnk;1≤k≤n,n∈N  是行为m-NA阵列,l(x)是慢变化函数,且1<p<2和δ>1

时满足
 

lim
x→ ∞
sup
k∈N

 
n-1􀰐

n

k=1
xlnδxP(Xnk

p ≥x)=0,则当αp≥1时有:

 􀰐
∞

n=1
nαp-2l(n)P max

1≤j≤n
Snj -ESnj >εnα  < ∞,∀ε>0.

证明  取xn =nα(2-p)/4.由于 Xnk;1≤k≤n,n∈N  是行为m-NA阵列,l(x)是慢变化函数,

则当n→ ∞ 时,xn → ∞.对Xnk 截尾,并记:

 X(1)
nk =-xnI Xnk ≤-xn  +XnkI Xnk <xn  +xnI Xnk ≥xn  ,

 X(2)
nk =Xnk -X(1)

nk = Xnk +xn  I Xnk ≤-xn  + Xnk -xn  I Xnk >xn  ,

 S(1)
nj =􀰐

j

k=1
X(1)

nk ,
 

S(2)
nj =􀰐

j

k=1
X(2)

nk .

当1<p<2时,由引理1知 X(1)
ni ;1≤i≤n,n∈N  和 X(2)

ni ;1≤i≤n,n∈N  仍是m-NA阵列,并

且对 ∀ε>0有:

 􀰐
∞

n=1
nαp-2l(n)P max

1≤j≤n
Snj -ESnj >εnα  ≤􀰐

∞

n=1
nαp-2l(n)P max

1≤j≤n
S(1)

nj -ES(1)
nj >nαε/2  +

  􀰐
∞

n=1
nαp-2l(n)P max

1≤j≤kn
S(2)

nj -ES(2)
nj >nαε/2  =In1+In2.

由引理2、Markov不等式及 X(1)
ni ≤xn 可得:

 In1 ≤C􀰐
∞

n=1
nαp-2-2αl(n)E max

1≤j≤n
S(1)

nj -ES(1)
nj

2  ≤C􀰐
∞

n=1
nαp-2-2αl(n)log2n􀰐

n

k=1
E X(1)

nk
2 ≤

  C􀰐
∞

n=1
nαp-2-2αl(n)log2n􀰐

n

k=1
x2

n ≤C􀰐
∞

n=1
nαp-1-2αnα(2-p)/2l(n)log2n≤
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  􀰐
∞

n=1
n

1
1+α(2-p)/2l(n)log2n< ∞.

由 Morkov不等式、X(2)
nk ≤ Xnk I Xnk ≥xn  不等式及引理2可得:

 In2 ≤C􀰐
∞

n=1
nαp-2-2αl(n)E max

1≤j≤n
S(2)

nj -ES(2)
nj

2  ≤C􀰐
∞

n=1
nαp-2-2αl(n)log2n􀰐

n

k=1
E X(2)

nk
2
≤

  C􀰐
∞

n=1
nαp-2-2αl(n)log2n􀰐

n

k=1
EX2

nkI Xnk ≥xn  ≤

  C􀰐
∞

n=1
nαp-2-2αl(n)log2n􀰐

n

k=1
x2

nP Xnk ≥xn  +

  C􀰐
∞

n=1
nαp-2-2αl(n)log2n􀰐

n

k=1∫
∞

x2n
P Xnk

2 ≥t  dt=I(1)
n2 +I(2)

n2 .

由
 

lim
x→ ∞

 
sup
k∈N

 
n-1􀰐

n

k=1
xlnδxP Xnk

p ≥x  =0知:若∃M >0,则当x >M 时有

 sup
n∈N

 
n-1􀰐

n

k=1
P(Xnk

p ≥x)<x-1ln-δx. (1)

又因为xn =nα(2-p)/4,所以∃N >0,且使得当n≥N 时有xn >M.于是由上述可得:

 I(1)
n2 =􀰐

N-1

n=1
nαp-2-2αl(n)log2n􀰐

n

k=1
x2

nP Xnk ≥xn  +

  􀰐
∞

n=N
nαp-2-2αl(n)log2n􀰐

n

k=1
x2

nP Xnk ≥xn  ≤

  C+C􀰐
∞

n=N
nαp-2-2αl(n)log2n􀰐

n

k=1
x2/p

n P Xnk
p ≥xn  ≤

  C􀰐
∞

n=N
nαp-1-2αl(n)x2/p

n log2n􀰐
n

k=1
n-1P Xnk

p ≥xn  ≤C􀰐
∞

n=N
nαp-1-2αl(n)x2/p-1

n log2nln-δn≤

  C􀰐
∞

n=N
n-1-α(2-p)+α(2-p)(2-p)/4l(n)log2nln-δn≤C􀰐

∞

n=1
n-1-α(2-p)[1-(2-p)/4]l(n)log2nln-δn< ∞.

同理可得:I(2)
n2 ≤C􀰐

∞

n=N
nαp-1-2αl(n)log2n􀰐

n

k=1∫
∞

x2n
n-1P(Xnk

2≥t)dt.令t=z2/p,并将其代入上式可得:

 I(2)
n2 ≤C􀰐

∞

n=N
nαp-1-2αl(n)log2n

 

∫
∞

xp
n
􀰐
n

k=1
n-1P Xnk

p ≥z  dz≤

  C􀰐
∞

n=N
nαp-1-2αl(n)log2n

 

∫
∞

xp
n
z-1ln-δzdz≤C􀰐

∞

n=N
nαp-1-2αl(n)log2n

 

∫
∞

xp
n
ln-δzd(lnz)≤

  C􀰐
∞

n=N
nαp-1-2αl(n)log2n

 

∫
∞

xp
n
ln-δzd(lnz)≤C􀰐

∞

n=N
nαp-1-2αl(n)log2n(lnxp

n)1-δ ≤

  C􀰐
∞

n=1
n-1-α(2-p)l(n)log2nln1-δn< ∞.

定理1证毕.
定理1表明,m-NA阵列不仅具有更一般的完全收敛性,而且扩大了权函数的范围和推广了文献

[9]的研究结果(m-NA随机变量序列弱于NA随机变量序列).因此,m-NA阵列在多元统计分析、可靠

性理论等方面更具有实际应用价值.若取消定理1中n∈N这一限制条件,可得如下推论1:

推论1 设 Xn;n≥1  是NA列,且当1<p<2时有lim
x→ ∞
sup
n∈N

 
n-1􀰐

i≤n
xlnδxP(Xi

p ≥x)=0,
 

δ>1,则当αp≥1时有􀰐
∞

n=1
nαp-2P max

1≤j≤n
Sj -ESj >εnα  < ∞,∀ε>0.
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