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摘要:
  

利用改进的双曲正切函数展开法研究了广义三阶非线性薛定谔方程的行波解,得到了其双曲函数解、

有理函数解和三角函数解的精确表达式,其中两组双曲函数解的精确表达式是新解.利用 Maple软件给出了

解在具体参数值下的3D图和2D图,并通过分析解的性态得出了相应解的类型.
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Abstract:
   

In
 

this
 

paper,
 

the
 

traveling
 

wave
 

solutions
 

of
 

the
 

generalized
 

third-order
 

nonlinear
 

Schrödinger
 

equa-
tion

 

are
 

studied
 

by
 

using
 

the
 

hyperbolic
 

tanh-function
 

expansion
 

method,
 

and
 

the
 

exact
 

expressions
 

of
 

hyper-
bolic,

  

rational
 

and
 

trigonometric
 

function
 

solutions
 

are
 

obtained.The
 

exact
 

expressions
 

of
 

the
 

solutions
 

of
 

two
 

sets
 

of
 

hyperbolic
 

functions
 

are
 

new
 

solutions.The
 

3D
 

and
 

2D
 

graphs
 

under
 

specific
 

parameter
 

values
 

are
 

given
 

by
 

Maple
 

software,
 

and
 

the
 

types
 

of
 

corresponding
 

solutions
 

are
 

obtained
 

by
 

analyzing
 

the
 

properties
 

of
 

the
 

solutions.
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0 引言

非线性薛定谔方程(NLSE)在物理学、生物学等领域具有重要作用[1-2].为了构造NLSE的各种形

式的行波解,学者们提出了许多有效的方法,如F 展开法[3]、雅可比椭圆函数法[4]、扩展的辅助方程

法[5]、G'/G展开法[6]、Riccati展开法[7]、正弦余弦法[8]等.本文将利用双曲正切函数展开法研究如下广

义三阶非线性薛定谔方程[9]

 i(qt+qxxx)+q 2(δ1q+iδ2qx)+iδ3(q 2)xq=0 (1)

的精确行波解,其中i是虚数单位(i=
 

-1),δ1、δ2、δ3是实参数,函数q=q(x,t)为复值函数.方程(1)

描述的是超短脉冲在光纤中的运动现象.如果δ1=δ3=0,则方程(1)为Hirota方程或修正KdV方程的
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复数形式.近年来,许多学者对方程(1)的精确解进行了研究.例如:文献[10]的作者运用exp函数法和

统一方法获得了方程(1)的明暗孤波解和雅可比椭圆函数解.文献[11]的作者利用广义Riccati映射方

法得到了方程(1)的一些新的精确行波解.文献[12]的作者利用扩展的简方程方法获得了方程(1)的一

些明暗孤波解、奇异孤波解、周期解和其他解.文献[13]的作者利用辅助方程方法获得了方程(1)的一

些雅可比椭圆函数形式的精确解,并得出当雅可比函数趋近于1时其相应的雅可比椭圆函数解退化为

双曲函数解.文献[14]的作者运用两种不同形式的广义Kudryashov方法和李对称性分析法得到了方

程(1)的一些光孤子解.文献[15]的作者利用改进的广义指数有理函数方法和对数变换方法获得了方

程(1)的多种形式的孤波解,并给出了一些孤波解的动力学行为.

1 改进的双曲正切函数法

首先考虑如下非线性偏微分方程:

 N(q,qx,qt,qxx,…)=0. (2)

为了构造方程(2)的精确行波解,本文引入如下行波变换:

 q(x,t)=ϕ(ξ),
 

ξ=ax+ct,
 

a,c≠0, (3)

其中a、c分别表示频率和波数.将式(3)代入式(2)可将式(2)化为如下常微分方程:

 N(q(ξ),aq'(ξ),cq'(ξ),a2q'(ξ),…)=0. (4)

假设式(4)具有如下形式的解:

 ϕ(ξ)=A0+∑
n

j=1
αj(Aj +Bjα-2j), (5)

且α 满足

 α'=b+α2. (6)

其中b是待确定的参数,A0、Aj、Bj(j=1,2,…,n)是任意常数,α=α(ξ),n由齐次平衡原则确定.将式

(5)和式(6)代入式(4)后合并αj(j=0,1,2,…,n)的同次幂,并令同次幂的系数为零,由此可得到关于

A0、Aj、Bj(j=1,2,…,n)、b、a 和c的代数方程组.求解该代数方程组后再结合方程(6)的几种情况的

解[16](式7— 式11),即可给出方程(2)的有界行波解的精确表达式.

1)
 

当b<0时,方程(6)有如下双曲函数解:

 α=- -btanh(-bξ), (7)
 

 α=- -bcoth(-bξ). (8)

2)
 

当b=0时,方程(6)有如下有理函数解:

 α=-
1
ξ

. (9)

3)
 

当b>0时,方程(6)有如下三角函数解:

 α= btan(bξ), (10)

 α=- bcot(bξ). (11)

2 精确行波解

本文基于上述改进的双曲正切函数展开法构造方程(1)的有界行波解的精确表达式.首先引入如

下行波变换:

 q(x,t)=ϕ(ξ)eiη
(x,t),

 

ξ=kx+ωt,
 

η(x,t)=δx+λt, (12)

其中k和δ 为孤子的频率,ω 和λ 为波数.将式(12)代入式(1),并分别令实部和虚部为零可得:
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 3δk2ϕ″+(λ-δ3)ϕ+(δ2δ-δ1)ϕ3=0, (13)

 k3ϕ‴+(ω-3kδ2)ϕ'+k(δ2+2δ3)ϕ2ϕ'=0. (14)

对式(14)关于ξ 进行积分,并令积分常数为0,则有:

 k3ϕ″+(ω-3kδ2)ϕ+
k(δ2+2δ3)

3 ϕ3=0. (15)

比较方程(13)和方程(15)可得3δk
2

k3
=

λ-δ3

ω-3kδ2
=
3(δ2δ-δ1)
k(δ2+2δ3)

,即δ= -
δ1
2δ3
,λ=

3δω-8kδ3

k .根据非

线性项ϕ3 与最高阶导数项ϕ″的平衡原则可得式(5)中的n等于1.因此,可令方程(15)有如下形式的解:

 ϕ(ξ)=A0+A1α+B1α-1. (16)

将式(16)及ϕ的二阶导数代入式(15)后合并α±j(j=0,1,2,3)的同类项系数,并令其为0可得到如下

关于A0、A1、B1 和ω 的代数方程组:

 

(ω-3kδ2)A0+
k
3
(δ2+2δ3)A3

0+2k(δ2+2δ3)A0A1B1=0,

2bk3A1+(ω-3kδ2)A1+k(δ2+2δ3)A2
0A1+k(δ2+2δ3)A2

1B1=0,

2bk3B1+(ω-3kδ2)B1+k(δ2+2δ3)A2
0B1+k(δ2+2δ3)A1B2

1=0,

k(δ2+2δ3)A0A2
1=0,

k(δ2+2δ3)A0B2
1=0,

2k3A1+
k
3
(δ2+2δ3)A3

1=0,

2k3b2B1+
k
3
(δ2+2δ3)B3

1=0.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(17)

求解方程(17)可得ω、A0、A1、B1 的值有以下几种情况:

 δ2+2δ3 >0,
 

ω=3kδ2+4bk3,
 

A0=0,
 

A1=-ik
6

δ2+2δ3

,
 

B1=-ikb
6

δ2+2δ3

.(18)

 δ2+2δ3 >0,
 

ω=3kδ2+4bk3,
 

A0=0,
 

A1=ik
6

δ2+2δ3

,
 

B1=ikb
6

δ2+2δ3

. (19)

 δ2+2δ3 <0,
 

ω=3kδ2-2bk3,
 

A0=0,
 

A1=±k 6
-δ2-2δ3

,
 

B1=0. (20)

 δ2+2δ3 <0,
 

ω=3kδ2-2bk3,
 

A0=0,
 

A1=0,
 

B1=±kb 6
-δ2-2δ3

. (21)

 δ2+2δ3 <0,
 

ω=3kδ2-8bk3,
 

A0=0,
 

A1=-k 6
-δ2-2δ3

,
 

B1=kb 6
-δ2-2δ3

.(22)

 δ2+2δ3 <0,
 

ω=3kδ2-8bk3,
 

A0=0,
 

A1=k 6
-δ2-2δ3

,
 

B1=-kb 6
-δ2-2δ3

.(23)

由式(18)、(19)以及式(7)—(12)可得方程(1)有如下的有界行波解:

1)
 

当b<0时,方程(1)有如下的双曲函数解:

 q1(x,t)=±
ik 6 -bsech(-bξ)csch(-bξ)

δ2+2δ3

ei(δx+λt). (24)

2)当b=0时,方程(1)有如下的有理函数解:

 q2(x,t)=±
i

 

6
(x+3δ2t) δ2+2δ3

ei(δx+λt). (25)
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3)当b>0时,方程(1)有如下的三角函数解:

 q3(x,t)=±
ik 6 bsec(bξ)csc(bξ)

δ2+2δ3

ei(δx+λt). (26)

其中ξ=kx+(3kδ2+4bk3)t,
 

δ=-
δ1

δ2
,

 

λ=δ3+12bδk2.

由式(20)、(21)以及式(7)—(12)可得方程(1)有如下的有界行波解:

1)
 

当b<0时,方程(1)有如下的双曲函数解:

 q4(x,t)=±
k 6 -btanh(-bξ)

-δ2-2δ3

ei(δx+λt),
 

q5(x,t)=±
k 6 -bcoth(-bξ)

-δ2-2δ3

ei(δx+λt).

(27)

2)
 

当b=0时,方程(1)有如下的有理函数解:

 q6(x,t)=±
6

(x+3δ2t) -δ2-2δ3

ei(δx+λt). (28)

3)当b>0时,方程(1)有如下的三角函数解:

 q7(x,t)=±
k 6 btan(bξ)

-δ2-2δ3

ei(δx+λt),
 

q8(x,t)=±
k 6 bcot(bξ)

-δ2-2δ3

ei(δx+λt). (29)

其中ξ=kx+(3kδ2-2bk3)t,
 

δ=-
δ1

δ3
,

 

λ=δ3-6bδk2.

由式(22)、(23)以及式(7)—(12)可得方程(1)有如下的有界行波解:

1)
 

当b<0时,方程(1)有如下的双曲函数解:

 q9(x,t)=±
k 6 -b(1+coth2(-bξ))tanh(-bξ)

-δ2-2δ3

ei(δx+λt). (30)

2)
 

当b=0时,方程(1)有如下的有理函数解:

 q10(x,t)=±
6

(x+3δ2t) -δ2-2δ3

ei(δx+λt). (31)

3)
 

当b>0时,方程(1)有如下的三角函数解:

 q11(x,t)=±
k 6 b cot2(bξ)-1  tanh(-bξ)

-δ2-2δ3

ei(δx+λt). (32)

其中ξ=kx+(3kδ2-8bk3)t,
 

δ=-
δ1

δ3
,

 

λ=δ3-24bδk2.

3 解的性态分析

图1是方程(1)的解 q1 在-10<x,t<10区间内的3D图(参数为δ1=0.5,δ2=1,δ3=-1,

b=-1,k=1)和2D图(参数为t=1).由图1可以看出,该解为双曲函数型的奇异行波解.图2是方程

(1)的解 q3 在-10<x,t<10区间内的3D图(参数为δ1=1,δ2=2,δ3=1,b=1,k=1)和2D图

(参数为t=4).由图2可以看出,该解为正割型周期解.图3是方程(1)的解 q7 在-10<x,t<10区间

内的3D图(参数为δ1=1,δ2= -1,δ3= -1,b=1,k=1)和2D图(参数为t= -1).由图3可以看

出,该解为奇异行波解.图4是方程(1)的解 q9 在-10<x,t<10区间内的3D图(参数为δ1=0.5,δ2=
1,δ3= -1,b= -1,k= -1)和2D图(参数为t= -4).由图4可以看出,该解为单调递增的扭状行波解.
将本文中所得的解与文献[9]和[11]中的解进行比较发现,本文中式(24)和(26)是方程(1)的新解.
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图1 解 q1 的3D图(a)和2D图(b)

图2 解 q3 的3D图(a)和2D图(b)

图3 解 q7 的3D图(a)和2D图(b)

图4 解 q9 的3D图(a)和2D图(b)
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