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摘要:
 

通过引进一个五元函数类F,在乘积度量空间上定义了F 拟压缩的概念,给出了在完备乘积度量空间

上满足F 拟压缩条件映射的唯一不动点定理及其相应定理.同时,通过给出1个注记和1个实例说明了所得

定理的正确性和价值.
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Abstract:
   

The
 

concept
 

of
 

F-quasi
 

contractions
 

is
 

defined
  

on
 

multiplicative
 

metric
 

spaces
 

by
 

introducing
 

a
  

5-dimensional
 

function
 

class
 

F,
  

and
 

the
 

unique
 

fixed
 

point
 

theorems
 

for
 

mappings
 

satisfying
 

F-quasi
 

contrac-
tive

 

conditions
 

and
 

the
 

corresponding
 

fixed
 

point
 

theorems
 

are
 

given
 

on
 

complete
 

multiplicative
 

metric
 

spaces.
 

Finally,
 

a
 

remark
 

and
 

an
 

example
 

are
 

given
 

to
 

illustrate
 

the
 

value
 

and
 

correctness
 

of
 

the
 

given
 

theorem.
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  1922年,S.Banach给出了如下Banach压缩原理(Banach不动点定理)[1]:设 (X,d)是完备的实度

量空间,f:X →X 是自映射.如果存在k∈[0,1)使得对任意的x,y∈X,总有d(fx,fy)≤kd(x,y)

成立,则f 在X 上有唯一不动点.由于Banach不动点定理形式简单,易于推广和改进,因此被广泛应用

于多个领域中.1974年,C'iric'在完备的度量空间上引进了如下拟压缩自映射的概念[2]:

设(X,d)是度量空间,f:X →X 是自映射,则存在k∈[0,1)且使得对任意的x,y∈X 始终有

d(fx,fy)≤kmax{d(x,y),d(x,fx),d(y,fy),d(x,fy),d(y,fx)}成立.

同时C'iric'还给出了C'iric'不动点定理(完备度量空间上的任何拟压缩映射必有唯一不动点).之后,

一些学者在度量空间、2 度量空间、偏度量空间、锥度量空间等空间上进一步推广和改进了C'iric'不动点

定理[3-9].2008年,Bashirov等[10]引进了乘积度量空间的概念,并研究了乘积度量空间的若干基本性质.



延边大学学报(自然科学版) 第48卷  

文献[11-12]的作者给出了其他一些乘积度量空间的性质.2012年,Ozavsar等[13]在乘积度量空间上给

出了自映射的乘积压缩性,并得到了相应的不动点存在定理.随后,文献[14-17]的作者在乘积空间上相

继得到了一些不动点和公共不动点的存在定理.文献[18-20]的作者在乘积度量空间上利用实函数类建

立了一些新的压缩条件,并探讨了乘积度量空间上的不动点存在定理,其所得结果推广和改进了

Banach不动点定理、Kannan不动点定理、Chatterjea不动点定理和C'iric'型不动点定理.
在本文中,首先引进了一个五元函数类F,并在完备的乘积度量空间上定义了F 拟压缩的概念;然

后采用文献[20]中的证明思路证明了满足F 拟压缩条件的映射必有唯一不动点,并导出若干个推论,

同时还通过实例验证了所得结果的正确性.
定义1[10] 设X 是非空集合,称映射d:X ×X → [1,+∞)是X 上的乘积度量是指d 满足:

(i)对任意的x,y∈X,d(x,y)≥1且d(x,y)=1⇔x=y;

(ii)对任意的x,y∈X,d(x,y)=d(y,x);

(iii)对任意的x,y,z∈X,d(x,z)≤d(x,y)d(y,z).
如果X 和d 满足上述条件,则称(X,d)为乘积度量空间.

定义2[10] 设(X,d)是乘积度量空间,xn  是X 中的序列且x∈X.若对任何ε>1,存在自然数

N,使得当n>N 时有xn∈Bε(x)􀰛 {y∈X|d(x,y)<ε},则称序列 xn  乘积收敛于x,并记为

xn →x(n→ ∞).

引理1[13] 如果(X,d)是乘积度量空间,xn  是X 中的序列且x∈X,则有

 xn →x(n→ ∞)⇔d(xn,x)→1(n→ ∞).

定义3[13] 设(X,d)是乘积度量空间,xn  是X 中的序列.若对任何ε>1,存在自然数N,使得

当m,n>N 时d(xm,xn)<ε始终成立,则称序列 xn  为乘积柯西序列.

引理2[13] 如果(X,d)是乘积度量空间,xn  是X 中的序列,则 xn  是乘积柯西序列当且仅当

d(xm,xn)→1(m,n→ ∞).

定义4[13] 如果乘积度量空间(X,d)中的每个乘积柯西序列都是乘积收敛的,则称(X,d)是完备的.
引理3[13] 如果(X,d)是乘积度量空间,xn  和 yn  是X 中的2个序列且x,y∈X,则有

 xn →x(n→ ∞)且yn →y(n→ ∞)⇒d(xn,yn)→d(x,y)(n→ ∞).

定义5 函数类F 为Φ∈F 当且仅当Φ:[1,+∞)5 → [1,+∞)满足:

Φ(i)
 

Φ 是连续且单调递增的;

Φ(ii)
 

当x ≤Φ(x,x,x,x2,1)或x ≤Φ(x,1,1,x,x)时,x=1.

例1 定义Φ(x1,x2,x3,x4,x5)=
x1(1+x2x3x4x5)
x1+x2x3x4x5

,∀x1,x2,x3,x4,x5∈[1,+∞).显然知Φ是

连续且单调递增的.若x≤Φ(x,x,x,x2,1)=
x(1+x4)
x+x4

,则有x+x4≤1+x4,因此x=1.又若x≤

Φ(x,1,1,x,x)=
x(1+x2)
x+x2

,则有x+x2≤1+x2,因此x=1.由以上可知Φ(ii)成立,因此Φ∈F.

例2 定义Φ1(x1,x2,x3,x4,x5)= [max{x1,x2,x3,x
1
2
4,x5}]k,∀x1,x2,x3,x4,x5∈[1,+∞),

其中k∈[0,1).显然知Φ1 是连续且单调递增的.若x ≤Φ1(x,x,x,x2,1)=[max{x,x,x,(x2)
1
2,

1}]k =[max{x,1}]k =xk,则必有x=1.同理由x ≤Φ1(x,1,1,x,x)可推出x=1,因此Φ1∈F.另

外,若定义Φ2(x1,x2,x3,x4,x5)=[max{x1,x2,x3,x4,x5}]k,∀x1,x2,x3,x4,x5∈[1,+∞),其
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中k∈[0,
1
2
).由以上易知Φ2∈F.

定义6 设(X,d)是完备的乘积度量空间,f:X →X 为自映射,则称f是F 拟压缩映射是指存在

Φ∈F 使得对任意的x,y∈X 总有下式成立:

 d(fx,fy)≤Φ(d(x,y),d(x,fx),d(y,fy),d(x,fy),d(y,fx)). (1)

定理1 设(X,d)是完备的乘积度量空间.如果f:X →X 是F 拟压缩的,则f 有唯一不动点,并

且对任意的x∈X,迭代序列{fnx}收敛于该唯一不动点.
证明  因为f 是F 拟压缩的,因此存在Φ∈F 使得式(1)成立.任取x∈X,取x0=x,定义xn =

fnx=fxn-1,∀n=1,2,…,并构造一个序列 xn  +∞
n=0.于是根据式(1)、定义1中的(i)和(iii)及条件

Φ(i)可知,对于任何n=1,2,…,有下列关系式成立:

 d(xn,xn+1)=d(fxn-1,fxn)≤

  Φ(d(xn-1,xn),d(xn-1,fxn-1),d(xn,fxn),d(xn-1,fxn),d(xn,fxn-1))=

  Φ(d(xn-1,xn),d(xn-1,xn),d(xn,xn+1),d(xn-1,xn+1),d(xn,xn))≤

  Φ(d(xn-1,xn),d(xn-1,xn),d(xn,xn+1),d(xn-1,xn)d(xn,xn+1),1)). (2)

如果存在某自然数N 使得d(xN-1,xN)<d(xN,xN+1),则d(xN,xN+1)>1.另一方面,根据式(2)的

第1行和第4行以及条件Φ(i)和上述假设可得:

 d(xN,xN+1)≤Φ(d(xN-1,xN),d(xN-1,xN),d(xN,xN+1),d(xN-1,xN)d(xN,xN+1),1))≤

  Φ(d(xN,xN+1),d(xN,xN+1),d(xN,xN+1),[d(xN,xN+1)]2,1)).
再根据条件Φ(ii)可得d(xN,xN+1)=1,这与d(xN,xN+1)>1相矛盾,因此必有

 d(xn,xn+1)≤d(xn-1,xn),∀n=1,2,….

上式表明{d(xn,xn+1)}+∞n=0 是单调递减且有下界1的实数列,因此存在常数u ≥1使得lim
n→+∞

d(xn,

xn+1)=u.在式(2)的第1行和第4行同时取n→+∞,则根据Φ(i)和上式可得u≤Φ(u,u,u,u2,1).
由此再根据条件Φ(ii)可得u=1,即:

 lim
n→+∞

d(xn,xn+1)=u=1. (3)

假设 xn  +∞
n=0不是乘积柯西序列,则存在实数ε>1,使得对任意的自然数k,存在2个自然数m(k)

和n(k)使得m(k)>n(k)且满足

 d(xm(k),xn(k))>ε,
 

d(xm(k)-1,xn(k))≤ε. (4)

由式(4)和定义1可得:

 ε<d(xm(k),xn(k))≤d(xm(k),xm(k)-1)d(xm(k)-1,xn(k))≤d(xm(k),xm(k)-1)ε.
对上式两边取k→+∞ 并再利用式(3)可得:

 lim
k→+∞

d(xm(k),xn(k))=
 

lim
k→+∞

d(xm(k)-1,xn(k))=ε. (5)

于是根据定义1可得:

 
d(xm(k),xn(k))

d(xm(k)+1,xm(k))
≤d(xm(k)+1,xn(k))≤d(xm(k)+1,xm(k))d(xm(k),xn(k)), (6)

 
d(xm(k),xn(k))
d(xn(k)+1,xn(k))

≤d(xm(k),xn(k)+1)≤d(xm(k),xn(k))d(xn(k),xn(k)+1). (7)

在式(6)和式(7)两边取k→+∞ 并再根据式(3)和式(5)可得:

 lim
k→+∞

d(xm(k)+1,xn(k))=
 

lim
k→+∞

d(xm(k),xn(k)+1)=ε. (8)

类似地,根据式(3)和式(8),对式
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d(xm+1(k),xn(k))
d(xn(k)+1,xn(k))

≤d(xm(k)+1,xn(k)+1)≤d(xm(k)+1,xn(k))d(xn(k),xn(k)+1)

的两边取k→+∞ 可得:

 lim
k→+∞

d(xm(k)+1,xn(k)+1)=ε. (9)

根据式(1)可知,对任意的自然数k有下式成立:

 d(xm(k)+1,xn(k)+1)=d(fxm(k),fxn(k))≤

  Φ(d(xm(k),xn(k)),d(xm(k),fxm(k)),d(xn(k),fxn(k)),d(xm(k),fxn(k)),d(xn(k),fxm(k)))=

  Φ(d(xm(k),xn(k)),d(xm(k),xm(k)+1),d(xn(k),xn(k)+1),d(xm(k),xn(k)+1),d(xn(k),xm(k)+1)).
对上式取k→+∞,并再根据式(3)、(5)、(8)、(9)可得ε≤Φ(ε,1,1,ε,ε).于是由条件Φ(ii)得知ε=1,

这与ε>1相矛盾,因此 xn  +∞
n=0 是乘积柯西序列.再根据(X,d)的完备性可知,存在x*∈X 使得

lim
n→+∞

d(xn,x*)=1.

根据式(1)可知,对任意的自然数n 有下式成立:

 d(xn+1,fx*)=d(fxn,fx*)≤

  Φ(d(xn,x*),d(xn,fxn),d(x*,fx*),d(xn,fx*),d(x*,fxn))≤

  Φ(d(xn,x*),d(xn,xn+1),d(x*,fx*),d(xn,fx*),d(x*,xn+1)).

对上式取n→+∞,并再根据条件Φ(i)、引理2、引理3及定义1可得:d(x*,fx*)≤Φ(1,1,d(x*,fx*),

d(x*,fx*),1)≤Φ(d(x*,fx*),d(x*,fx*),d(x*,fx*),[d(x*,fx*)]2,1).由此再根据条件Φ(ii)可

得d(x*,fx*)=1,因此x*是f 的一个不动点.
如果y*∈X 也是f 的不动点,则由式(1)可得:

 d(x*,y*)=d(fx*,fy*)≤

  Φ(d(x*,y*),d(x*,fx*),d(y*,fy*),d(x*,fy*),d(y*,fx*))≤

  Φ(d(x*,y*),1,1,d(x*,y*),d(y*,x*)).
由上式再根据条件Φ(ii)可得d(x*,y*)=1,所以y*=x*是f 的唯一不动点.因为xn =fnx,∀n=1,

2,…,且xn →x,因此迭代序列{fnx}+∞n=0 收敛于f 的唯一不动点x*.
根据定理1和例1可得到如下分式压缩型不动点定理2.
定理2 设(X,d)是完备的乘积度量空间,f:X →X 是自映射.如果对任意的x,y∈X 始终有

 d(fx,fy)≤
[1+d(x,fx)d(y,fy)d(x,fy)d(y,fx)]

[d(x,y)+d(x,fx)d(y,fy)d(x,fy)d(y,fx)]
·d(x,y) (10)

成立,则f 有唯一不动点.
例3 在R=(-∞,+∞)上定义函数d(x,y)=e|x-y|,∀x,y∈R,则(R,d)是乘积度量空间[16].

令X ={1,2,5},则易知(X,d)是完备的乘积度量空间.定义f:X →X 为f1=f2=1,f5=2,则:

当x=y=1时,有:

 d(f1,f1)=e|f1-f1|=1≤
1+1
1+1×1=

[1+d(1,f1)d(1,f1)d(1,f1)d(1,f1)]
[d(1,1)+d(1,f1)d(1,f1)d(1,f1)d(1,f1)]

d(1,1);

当x=y=2时,有:

 d(f2,f2)=e|f2-f2|=1≤
1+e4

1+e4
×1=

[1+d(2,f2)d(2,f2)d(2,f2)d(2,f2)]
[d(2,2)+d(2,f2)d(2,f2)d(2,f2)d(2,f2)]

d(2,2);

当x=y=5时,有:

 d(f5,f5)=e|f5-f5|=1≤
1+e12

1+e12
×1=

[1+d(5,f5)d(5,f5)d(5,f5)d(5,f5)]
[d(5,5)+d(5,f5)d(5,f5)d(5,f5)d(5,f5)]

d(5,5);
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当x=1,y=2时,有:

 d(f1,f2)=e|f1-f2|=1<
1+e2

e+e2
e=

[1+d(1,f1)d(2,f2)d(1,f2)d(2,f1)]
[d(1,2)+d(1,f1)d(2,f2)d(1,f2)d(2,f1)]

d(1,2);

当x=1,y=5时,有:

 d(f1,f5)=e|f1-f5|=e<
1+e8

e4+e8
e4=

[1+d(1,f1)d(5,f5)d(1,f5)d(5,f1)]
[d(1,5)+d(1,f1)d(5,f5)d(1,f5)d(5,f1)]

d(1,5);

当x=2,y=5时,有:

 d(f2,f5)=e|f2-f5|=e<
1+e8

e3+e8
e3=

[1+d(2,f2)d(5,f5)d(2,f5)d(5,f2)]
[d(2,5)+d(2,f2)d(5,f5)d(2,f5)d(5,f2)]

d(2,5).

由上述计算可知,对任意的x,y∈X,式(10)都成立.由此根据定理2可知,f 有唯一不动点1.

下面给出乘积空间上的C'iric'不动点定理.
定理3 设(X,d)是完备的乘积度量空间,定义f:X→X 为自映射.如果存在k∈[0,1)且使得对

任意的x,y∈X 始终有

 d(fx,fy)≤ [max{d(x,y),d(x,fx),d(y,fy),d(x,fy),d(y,fx)}]k (11)

成立,则f 有唯一不动点.
证明 定义d*(x,y)=

 

lnd(x,y),∀x,y∈X,则易证(X,d*)是完备的实度量空间.由式(11)可得,

对任意的x,y∈X 有:

 d*(fx,fy)=
 

lnd(fx,fy)≤k·ln[max{d(x,y),d(x,fx),d(y,fy),d(x,fy),d(y,fx)}]=
  k·max{lnd(x,y),lnd(x,fx),lnd(y,fy),lnd(x,fy),lnd(y,fx)}=
  k·max{d*(x,y),d*(x,fx),d*(y,fy),d*(x,fy),d*(y,fx)}. (12)

式(12)表明f 满足完备实度量空间(X,d*)上的C'iric'不动点定理,因此f 有唯一不动点.
注记1 文献[13]中指出:如果完备的乘积度量空间(X,d)上的自映射满足如下乘积压缩条件:

d(fx,fy)≤ [d(x,y)]k,∀x,y∈X,其中k∈[0,1),则f 存在唯一不动点.该结果就是乘积度量空

间上的Banach型不动点定理,等价于实度量空间(X,d)的Banach不动点定理(实度量空间上的Banach
不动点定理中的压缩条件是d(fx,fy)≤kd(x,y),∀x,y∈X,k∈[0,1)).本文定理2中的压缩形式

是实度量空间上的压缩形式,而文献[13]中的是方幂形式,并且其系数

 k(x,y):=
1+d(x,fx)d(y,fy)d(x,fy)d(y,fx)

d(x,y)+d(x,fx)d(y,fy)d(x,fy)d(y,fx)

是变系数,因此本文中的定理1和定理2很好地推广和改进了Banach不动定理及其相关定理.
定理4 设(X,d)是乘积度量空间,f:X →X 为自映射,且fX 是完备的.如果存在Φ∈F 且使得

对任意的x,y∈X 始终有

 d(f2x,f2y)≤Φ(d(fx,fy),d(fx,f2x),d(fy,f2y),d(fx,f2y),d(fy,f2x)) (13)

成立,则f 在X 中存在1个不动点.
证明  由fX ⊆X 可推出f(fX)⊆fX,因此f*:=f|fX:fX →fX 是自映射.于是由给定的

条件可知,对任意的x*,y*∈fX,存在x,y∈X 使得x*=fx,y*=fy.由此再根据式(13)可得:

 d(f*x*,f*y*)=d(f2x,f2y)≤
  Φ(d(fx,fy),d(fx,f2x),d(fy,f2y),d(fx,f2y),d(fy,f2x))=
  Φ(d(x*,y*),d(x*,f*x*),d(y*,f*y*),d(x*,f*y*),d(y*,f*x*)). (14)

式(14)表明,f*在完备的乘积度量空间(fX,d)上满足定理1的所有条件.由此可知f*在fX 上有唯

一不动点,且f 在X 上至少存在一个不动点.
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