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摘要:
  

研 究 了 一 维 空 间 中 的 半 线 性 双 曲 系 统 初 值 问 题 的 一 类 具 有 特 殊 形 式 的 解.当 方 程

∂tU+∂xU+mV = -αUV

∂tV-∂xV-mU =βU2 的常数α=β时,利用先验估计得到了方程的解具有整体存在性,同时通过求解

常微分方程得到了方程的驻波解.另外,对方程的通解进行了讨论.
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Abstract:
    

A
 

kind
 

of
 

solutions
 

with
 

special
 

form
 

for
 

the
 

initial
 

value
 

problem
 

of
 

semilinear
 

hyperbolic
 

system
 

in
 

one
 

dimensional
 

space
 

are
 

studied.When
 

the
 

constant
 

of
 

equation
  ∂tU+∂xU+mV = -αUV

∂tV-∂xV-mU =βU2 satisfies
 

α=β,
 

the
 

global
 

existence
 

of
 

the
 

solution
 

of
 

equation
  

is
 

obtained
 

by
 

using
 

a
 

priori
 

estimation,
 

and
 

the
 

standing
 

wave
 

solution
 

of
 

equation
  

is
 

obtained
 

by
 

solving
 

the
  

ordinary
 

differential
 

equation.In
 

addition,
 

the
 

general
 

solution
 

of
 

equation
  

is
 

discussed.
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0 引言

1996年,D.Aregba-Driollet等[1]研究了如下系统:

 
∂tu+∂xu=k1v2+k2u2+k3uv,

∂tv-∂xv=k1v2-k2u2-k3uv, (1)

其中k1、
 

k2、
 

k3 是实常数.当k1=1、
 

k2=-1、
 

k3=0时,称系统(1)为Carleman模型.有关Carleman模

型的研究可参考文献[2-5].当k1=1、
 

k2=0、
 

k3=-1时,称系统(1)为Mckean模型,有关Mckean模

型的研究可参考文献[4]和[6].2013年,L.Pavel[7]研究了系统(1)在k1=0、
 

k2=0、
 

k3=1且带有阻
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尼项时的解的存在性.基于上述研究,本文将研究系统(1)的变式,即研究如下一维半线性双曲系统的

初值问题:

 
∂tu+∂xu-imv=λ􀭵uv,

∂tv+∂xv-imu=μu2, (2)

其中u(x,0)=u0(x),
 

v(x,0)=v0(x),m 是质量常数,λ和μ 是复常数.

1 系统性质分析

若忽略系统(2)中的质量项imu和imv,则系统(2)在如下尺度变换(式(3))下仍然保持不变结构:

 
uγ(x,t)=γu(γx,γt),

vγ(x,t)=γv(γx,γt), (3)

其中 ∀γ>0.假设λ+􀭵μ=0,则可以得到系统(2)的守恒不变量为:

 u(t)2
2+ v(t)2

2= u(0)2
2+ v(0)2

2.
尺度不变性和守恒不变量的证明见附录1和附录2.本文的研究目的是证明系统(2)具有解u=U,

 

v=
iV,

 

λ=
 

iα,
 

μ=
 

iβ,其中α=β 是实常数,并且U,V:R×R→R有如下初值条件:

 u(x,0)=U(x,0)=U0(x);
  

v(x,0)=iV(x,0)=iV0(x). (4)
 

将式(4)代入系统(2)可得:

 
∂tU+∂xU+mV=-αUV,

∂tV-∂xV-mU=βU2. (5)

假设m 是一个正整数,且初值U0,V0∈Hm(R),则根据巴拿赫压缩映射定理可知,存在一个正的常数T
(T∈(0,∞)),使得初值问题(5)存在唯一局部解U,V ∈C([0,T);Hm(R)).另外,通过Sobolev嵌入

定理易得m ≥2:因此,Hm 空间解是一个经典解(具体证明可以参考文献[1]和文献[7]).
若方程(5)的解具有可积性,则方程(5)具有如下的守恒积分:

 ∫R
(U2+V2)(x,t)dx=

 

∫R
(U2

0+V2
0)(x)dx.

由上式可知方程(5)的解可以被初值(U0,V0)的L2(R)范数控制.

2 主要结果及其证明

定理1 当α=β 时,如果方程(5)的初值条件U0,V0 ∈Hm(R)(m ≥2),则方程(5)的整体解

U,V ∈C([0,∞);Hm(R)),且方程(5)具有(U,V)=(αψ(cx),βψ(cx))形式的驻波解:

 (U(x),V(x))=
Cme-mx

α-Cαe-mx
, Cme-mx

α-Cαe-mx  ,
其中C 为任意常数.

证明  为证明定理1,首先给出如下初值问题:

 

∂tU+∂xU+mV=-αUV,

∂tV-∂xV-mU=βU2,

U(x,0)=U0(x),
 

V(x,0)=V0(x),

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (6)

其中α=β.利用特征线法对方程(6)积分可得:

 
U(x+t,t)=

m
α +U0(x)  e-α∫t0V(x+s,s)ds

-
m
α
,

V(x-t,t)=V0(x)+
 

∫
t

0
[mU(x-s,s)+βU2(x-s,s)]ds.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(7)
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由式(7)可得:

 m+αU(x+t,t)
  

>0,
 

m+αU0(x)>0;
 

=0,
 

m+αU0(x)=0;
 

<0,
 

m+αU0(x)<0.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (8)

再由方程(6)可得:

 ∂t(U2+V2)+∂x(U2-V2)=2(β-α)U2V=0. (9)

在区域D(x0,t0)={(x,t)|0<t<t0,x0-t0<x <x0+t0-t}对式(9)进行积分后应用格林定

理可得:

 2∫
t0

0
U2(x0+t0-s,s)ds+2∫

t0

0
V2(x0-t0+s,s)ds=

 

∫
x0+t0

x0-t0

(U2
0(s)+V2

0(s))ds. (10)

为方便证明,令2M =
 

∫R
(U2

0(y)+V2
0(y))dy,由此可知式(6)的解可以被初值(U0,V0)的L2(R)范数

控制.因此对于t≥0,利用式(7)可得:

 U(x+t,t) ≤
m
α +U0(x)e

|α|(∫t0V2(x+s,s)ds)1/2t1/2

+
m
α ≤

m
α +U0(x)e|α|(Mt)1/2 +

m
α
,

 V(x+t,t) ≤ V0(x)+
 

∫
t

0
(mU(x-s,s)+ βU2(x-s,s))ds≤

  V0(x)+ m (∫
t

0
U2(x+s,s)ds)1/2t1/2+ β∫

t

0
U2(x-s,s)ds≤

  V0(x)+ m (Mt)1/2+ β M.
由以上2个式子可知方程(6)的解的L∞ 范数存在先验边界,因此方程(6)的经典解的整体存在性成立.
定理1的前半部分得证.

下面证明式(6)具有特殊形式的驻波解U =αψ(cx),V=βψ(cx).将该驻波解代入方程(6)可得

cαψ'+βmψ=-α2βψ2,

-cβψ'-αmψ=α2βψ2. 由该方程可得cψ'=-mψ-α2ψ2.对该式进行移项可得 dψ
ψ(m+α2ψ)

=-dx.

对该式进行裂项计算可得
 α2

m
(1
α2ψ

-
1

m+α2ψ
)dψ=-dx,即logα2ψ -logm+α2ψ =-mx+C.

整理上式可得ψ(x)=
mCe-mx

α2-Cα2e-mx
,其中C 是一个任意常数.因此,对于初值为U0(x)=V0(x)=

αψ(x)=
mCe-mx

α-Cαe-mx 的式(6),其解为(U(x),V(x))=
mCe-mx

α-Cαe-mx
, mCe-mx

α-Cαe-mx  .定理1证毕.

3 方程(6)通解的讨论

首先考虑m+αU(x,t)>0的情况.由式(8)知,对于m+αU0(x)>0有m+αU(x,t)>0.由
此可得:

 
∂tlog(m+αU)+∂xlog(m+αU)=-αV,

∂tV-∂xV-mU=βU2. 
合并上式可得∂ttlog(m+αU)-∂xxlog(m+αU)+αmU+αβU2=0.令ϕ=log(m+αU),将其代入

上式中可得∂ttϕ-∂xxϕ+m(eϕ -m)+β
α
(eϕ -m)2=0.因已知α-β=0,因此上式可以化简为:

 ∂ttϕ-∂xxϕ+e2ϕ -meϕ =0. (11)

由于m+αU(x,t)<0时的推导过程与m+αU(x,t)>0时的推导过程相似,且其可化简为与式(11)

相似的方程,故省略其证明.由上述可知,研究方程(6)的通解只需探讨方程(11)的通解即可;但由于该
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方程是一个复杂的Liouville方程(笔者尚没有得到很好的解决方法),因此在今后的研究中笔者将继续

探讨方程(11)的通解.

附录1 尺度不变性的证明

忽略系统(2)中的质量项imu 和imv 后对(u,v)作如下尺度变换:

 
uγ(x,t)=γu(γx,γt),

vγ(x,t)=γv(γx,γt), 
其中 ∀γ>0.将上述变换代入系统(2)可得

∂tu+∂xu=λ􀭵uv,

∂tv-∂xv=μu2, 由此知尺度不变性得证.

附录2 守恒不变量的证明

将系统(2)中的第1个方程取共轭得:

 
∂t􀭵u+∂x

􀭵u+im􀭵v=􀭵λu􀭵v,

∂tv-∂xv-imu=μu2. (12)

由于已知λ+􀭵μ=0,因此合并和整理式(12)可得:

 u∂t􀭵u+u∂x
􀭵u+imu􀭵v+􀭵v∂tv-􀭵v∂xv-im􀭵vu=0. (13)

将系统(2)中的第2个方程取共轭得:

 
∂tu+∂xu-imv=λ􀭵uv,

∂t􀭵v-∂x
􀭵v-im􀭵u=􀭵μ􀭵u2. (14)

合并、整理式(14)可得:

 v∂t􀭵v-v∂x
􀭵v+imv􀭵u+􀭵u∂tu+􀭵u∂xu-im􀭵uv=0. (15)

合并式(13)和式(15)得:∂t(u 2+ v 2)+∂x(u 2- v 2)=0.对该式在R上对x 进行积分可得

d
dt

 

∫R
(u 2+ v 2)dx=0,由此进而得

 

∫R
u 2dx+

 

∫R
v 2dx=

 

∫R
u0

2dx+
 

∫R
v0

2dx.整理上式

可得 u(t)2
2+ v(t)2

2= u(0)2
2+ v(0)2

2,由此可知守恒不变量得证.
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