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摘要:
 

研究了约束函数带有不确定因素的多目标鲁棒优化问题的最优性条件.首先,利用变分分析的工具(最
大值函数的次微分、中值不等式、极限次微分的和规则等)建立不确定多目标优化问题的鲁棒ε 拟弱有效解

的最优性必要条件;然后,在伪拟广义凸性的假设下,给出了该问题的最优性充分条件;最后,用实例证明了相

关结论的正确性.
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0 引言

目前,多目标优化问题已经取得了大量的研究成果[1-3],但现有的研究成果大都集中在确定性的多

目标优化问题上.在实际生活中,多目标优化问题往往会受到多种不确定因素的影响,如数据缺失、预测

误差、测量误差等,因此研究不确定的多目标优化问题对提高所求问题最优解的精确度具有重要的意

义.目前,通常使用鲁棒优化模型和随机优化模型处理带有不确定因素的优化问题.鲁棒优化模型对不

确定性数据具有免疫性,即只要得知不确定参数的可能取值范围,就可求得该问题的解;随机优化模型
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需要事先得知不确定参数的分布,这使得其在实际应用中存在较大困难.因此,目前学者们较多使用鲁

棒优化模型研究带有不确定性因素的多目标优化问题,即鲁棒多目标优化问题.2012年,Lee等[4]研究

了约束函数具有不确定数据凸优化问题的ε 有效解;2013年,Chuong等[5]应用变分分析与广义次微

分给出了非光滑半无限多目标优化问题弱有效解的最优性条件;2014年,Chuong等[6]研究了具有等式

和不等式约束的多目标优化问题弱有效解的最优性条件;2016年,Chuong等[7]给出了多目标优化问题

近似Pareto解的Fritz-John型必要条件和充分条件,并利用近似Pareto解的相应结果得到了所考虑问

题的(弱)Pareto解的Fritz-John型必要条件.同年,Chuong[8]研究了非凸/非光滑实值函数的鲁棒多目

标优化问题,并给出了所考虑问题的局部鲁棒弱Pareto解的必要条件;2017年,Lee等[9]研究了约束具

有不确定数据的拟ε 有效解的鲁棒凸优化问题;同年,孙祥凯[10]借助次微分的性质在鲁棒型次微分约

束规范下刻划了不确定性凸优化问题的鲁棒最优解;2019年,周俊屹等[11]针对非光滑/非凸实值函数

的鲁棒多目标优化问题给出了其鲁棒弱有效解的最优性充分条件;2020年,龚田甜[12]利用择一性定理

得到了不确定性多目标凸优化问题的近似拟弱鲁棒有效解的标量化定理和最优性条件;同年,

Chuong[13]研究了不确定性非光滑多目标优化问题的鲁棒最优性条件,其中目标函数和约束函数均涉

及不确定因素;2021年,邓光菊[14]在经典的 M-F约束规范扩展下利用极限次微分和Clarke次微分给

出了鲁棒ε 拟弱有效解的KKT型最优性必要条件,并在伪拟n 次广义凸性假设下给出了所求问题的

鲁棒ε 拟(弱)有效解的最优性充分条件.受文献[10,12-13]的启发,本文利用鲁棒方法在鲁棒ε 拟

(弱)有效解的条件下,给出了约束函数具有不确定数据的多目标优化问题的最优性条件.

1 预备知识

本文使用的符号为变分分析的标准符号.设空间X 为Asplund空间(具有可分对偶的可分子空间

的巴拿赫空间),符号‖·‖表示范数,<·,·>表示空间X 与对偶空间X*的内积,B(x,r)表示以x(x∈

X)为中心、
 

r(r>0)为半径的开球,B 表示空间X*中的闭单位球,xn
ω*
→􀭺x表示在弱*拓扑空间X*中

xn 收敛于􀭺x.定义coΩ、clΩ、intΩ 分别为Ω⊂X 的凸包、闭包和内部,并定义cl*Ω 为Ω⊂X*的弱*拓

扑闭包.
考虑如下带有不确定因素的多目标优化问题:

 min (f1(x),…,fl(x))gj(x,ωj)≤0,j=1,…,m  . (UMP)

其中:x(x∈X)是决策变量的向量;ωj 是不确定参数,ωj∈Ωj(j=1,…,m),Ωj 是任意集合的非空不

确定集;gj:X ×Ωj →R(j=1,…,m)是实值函数;fi:X →R(i=1,…,l)是Lipschitz函数.
(UMP)问题的鲁棒形式为:

 min (f1(x),…,fl(x))x∈C  , (RUMP)

其中C 为可行集,C= x∈X gj(x,ωj)≤0,∀ωj∈Ωj,j=1,…,m  .

定义1 令ε=(ε1,…,εl)∈Rl
+,

 􀭵x∈C.

1)如果不存在x∈C,使得fi(x)-fi(􀭵x)+ εi x-􀭵x ∈-intR+,i=1,…,l,则称􀭵x 为问题

(UMP)的鲁棒ε 拟弱有效解,即􀭵x 为问题(RUMP)的ε 拟弱有效解.

2)如果不存在x∈C,使得f(x)-f(􀭵x)+ ε x-􀭵x ∈-Rl
+\0  ,则称􀭵x 为问题(UMP)的鲁

棒ε 拟有效解,即􀭵x 为问题(RUMP)的ε 拟有效解.
注1 若ε=

 

0,则鲁棒ε 拟(弱)有效解与鲁棒(弱)有效解等价[9],Rl
+ 为空间Rl 中的非负常向量.

定义2[13](弱*闭) 设F:Θ→X*是Hausdorff拓扑空间Θ到空间X*的一个集值映射.如果对于任

意的序列{θt}t∈Λ⊂Θ,
 

θt→􀭰θ,
 

{x*
n }n∈N⊂X*,

 

x*
n∈F(θt),

 

x*
n

ω*
→x*,有x*∈F(􀭰θ),则称F 在􀭰θ∈Θ
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中是弱*闭的.
定义3[13](集值映射上极限) 在空间X 和X*之间给定一集值映射F:X →X*,当x →􀭵x 时,称

 lim
 

sup
x→􀭵x

F(x)={x*∈X*|∃ 序列xn →􀭵x 和x*
n

ω*
→x*且x*

n∈F(xn),∀n∈N}

为F 的连续Painleve-Kuratowski上/外极限,其中自然数集N= 1,2,…  .
定义4[13] 设ε≥0,Ω ⊂X,则Ω 在􀭵x∈Ω 处的ε 法锥为:

 N̂ε
􀭵x;Ω  = x*∈X* lim

 

sup
x

Ω
→􀭵x

<x*,x-􀭵x>

x-􀭵x
≤ε  ,

其中x
Ω
→􀭵x 表示x∈Ω 时有x →􀭵x.当􀭵x ∉Ω 时,对于任意的ε≥0,有 N̂ε

􀭵x;Ω  =Ø.

注2 当ε=
 

0时,称集合 N̂0
􀭵x;Ω  =N̂ 􀭵x;Ω  为Ω 在􀭵x 处的Frechet法锥.

定义5[13](极限法锥) 设ε≥0且ε→0,Ω在􀭵x处的极限法锥为ε 法锥N̂ε(x;Ω)的连续Painleve-

Kuratowski上/外极限,即:

 N 􀭵x;Ω  =
 

lim
 

sup
x→􀭵x

N̂ε x;Ω  . (1)

如果􀭵x∉Ω,则N 􀭵x;Ω  =Ø.
注3 当Ω 在􀭵x 周围为闭集时,式(1)中的ε=0.
定义实值函数φ(φ:X →􀭺R=

 

[-∞,∞])的上图为:

 epiφ= x,μ  ∈X ×Rμ ≥φ(x)  , (2)

则当 φ(􀭵x)< ∞ 时,可定义函数φ 在􀭵x∈X 的极限次微分为:

 ∂φ(􀭵x)= x*∈X x*,-1  ∈N (􀭵x,φ(􀭵x));epiφ    . (3)

如果 φ(􀭵x)=∞,那么∂φ(􀭵x)=Ø.如果φ 在点􀭵x∈X 为具有系数K >0的局部Lipschitz函数,那么

∀x*∈∂φ(􀭵x),且有

 x* ≤K. (4)

引理1[15](非光滑的费马法则) 如果􀭵x 是函数φ 的局部最小值,则0∈∂φ(􀭵x).
引理2[15](极限次微分的和规则) 在空间X 中,设函数φi:X →􀭺R(i=1,…,n;n≥2)在􀭵x∈X

附近是下半连续的,且这些函数中除一个之外其余函数在􀭵x 附近都是Lipschitz连续的,则有:

 ∂(φ1+φ2+…+φn)(􀭵x)⊂∂φ1(􀭵x)+∂φ2(􀭵x)+…+∂φn(􀭵x).
引理3[15](中值不等式) 在空间X 中,设函数φ 在开集 a,b  ⊂X 上是Lipschitz连续的,则对于

x*∈∂φ(􀭵x),
 

c∈[a,b),有<x*,b-a>≥φ(b)-φ(a),其中[a,b]=co{a,b},
 

[a,b)=co{a,b}\{b}.
定义6[10] 局部Lipschitz函数φ:X→􀭺R在􀭵x∈X 处关于方向v∈X 的广义方向导数为φ°(􀭵x;v)=

 

lim
 

sup
x→􀭵x,

 

λ→0

φ x+λv  -φ(x)
λ .

根据定义6,函数φ 在􀭵x 处的Clarke次微分可定义为如下的非空集合:

 ∂Cφ(􀭵x)= x*∈X <x*,v>≤φ°(􀭵x;v),∀v∈X  . (5)

由文献[16]易知,对于 ∀v∈X 有φ°(􀭵x;v)=max <x*,v>x*∈∂Cφ(􀭵x)  成立.
定义7[13] 对于 ∀v∈X,定义函数φ 在􀭵x 处关于方向v∈X 的方向导数为:

 φ'(􀭵x;v)=
 

lim
λ→0

φ􀭵x+λv  -φ(􀭵x)
λ .

如果对于 ∀v∈X,有φ°(􀭵x;v)=φ'(􀭵x;v),则称函数φ在􀭵x 处是Clarke正则的.由文献[15]可知,

函数φ 在􀭵x 处的极限次微分与Clarke次微分之间的关系为:

 ∂φ(􀭵x)⊂∂Cφ(􀭵x). (6)
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2 鲁棒ε 拟弱有效解的最优性条件

2.1 最优性必要条件

设j∈{1,…,m},εj ≥0,则Ωj 在􀭵x∈X 处的扰动集为:

 Ω
εj
j (􀭵x)= ω∈Ωj gj(􀭵x,ω)≥Gj(􀭵x)-εj  ,

其中,Gj(􀭵x)=
 

sup
ωj∈Ωj

gj(􀭵x,ωj).特别地,当εj =0时,Ω0
j(􀭵x)= ω∈Ωj gj(􀭵x,ω)≥Gj(􀭵x)  ={ω∈

Ωj gj(􀭵x,ω)=
 

Gj(􀭵x)}=
 

Ωj(􀭵x)为Ωj 在􀭵x 处的最优解集.由扰动集Ω
εj
j (􀭵x)和Ωj(􀭵x)的定义可知,对

于 ∀εj >0有Ωj(􀭵x)⊂Ω
εj
j (􀭵x)成立.于是由文献[17]知,对于 ∀εj >0有Ω

εj
j (􀭵x)≠Ø,但根据最优

化理论可知Ωj(􀭵x)有可能为空集.
对问题(UMP)中的函数gj 本文作以下假设:

① 对于固定的x∈X,存在εj >0,
 

δj >0,使得集合Ω
εj
j (􀭵x)是紧的.对于任意的x∈B(􀭵x,δj),

ωj∈Ω
εj
j (􀭵x),函数ωj �

 

gj(x,ωj)∈R是上半连续的.在B(􀭵x,δj)上,对于给定的系数Kj,当ωj∈Ωj

时,函数gj ·,ωj  是一致Lipschitz的,即对 ∀ωj∈Ωj,
 

x1,x2∈B(􀭵x,δj)有

 gj x1,ωj  -gj x2,ωj  ≤Kj x1-x2 . (7)

② 对于 ∀􀭵ωj∈Ωj(􀭵x),多值函数(x,ωj)∈B(􀭵x,δj)×Ω
εj
j (􀭵x)→∂1gj(x,ωj)⊂X*在 􀭵x,􀭵ωj  是

弱*闭的,其中∂1g·,􀭵y  表示在给定􀭵y∈Y 时,函数g:X×Y →R是关于第一变量的极限次微分运算.
注4 在非光滑分析或具有无限集的鲁棒多目标优化中计算上确界函数或最大值函数的次微分

时,上述假设仍适用.
为建立不确定多目标优化问题(UMP)的必要性条件,本文给出以下约束(CQ)条件:

定义8[13] 设􀭵x∈C,其中C 是鲁棒多目标优化问题(RUMP)的可行集.如果0∉cl*co{∂1gj(􀭵x,

ωj)ωj∈Ωj(􀭵x),j=1,…,m},则称问题(UMP)在􀭵x 处满足CQ条件.
注5 定义8的约束(CQ)条件在适当的条件下可简化为光滑集合中扩展的Painleve-Kuratowski

约束条件[18].
命题1 在满足假设 ① 和 ② 的条件下,Ωj(􀭵x)是非空集.

证明  设j∈{1,…,m},εj、δj、Ω
εj
j (􀭵x)、Kj 和Gj(􀭵x)的定义参见函数gj 在假设 ① 和 ② 中的定

义.首先证对于 ∀x∈B(􀭵x,􀭵δj)有:

 Ø≠Ωj(x)⊂Ω
εj
j (􀭵x), (8)

其中􀭵δj=minδj,
εj

2Kj +1    .对于 ∀x∈B(􀭵x,􀭵δj),
 􀭴ε∈(0,εj-2Kj

􀭵δj),先证明Ω􀭴ε
j(x)⊂Ω

εj
j (􀭵x).

事实上,取任意的ω∈Ω􀭴ε
j(x)可得:

 gj(x,ω)≥Gj(x)-􀭴ε. (9)

于是由式(7)知:

 gj(x,ω)-gj(􀭵x,ω)≤Kj x-􀭵x
 

⇒
 

  gj(􀭵x,ω)≥gj(x,ω)-Kj x-􀭵x ≥gj(x,ω)-Kj
􀭵δj. (10)

因ωj∈Ωj,函数gj ·,ωj  是一致Lipschitz函数,且Gj(x)=
 

sup
ωj∈Ωj

gj(x,ωj)∈R,因此Gj(x)函数为

Lipschitz函数,即:

 Gj(x)-Gj(􀭵x)≤Kj x-􀭵x
 

⇒
 

Gj(x)≥Gj(􀭵x)-Kj x-􀭵x ≥Gj(􀭵x)-Kj
􀭵δj. (11)

结合式(9)—(11)可得:
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 gj(􀭵x,ω)≥gj(x,ω)-Kj
􀭵δj ≥Gj(x)-􀭴ε-Kj

􀭵δj ≥Gj(􀭵x)-2Kj
􀭵δj -􀭴ε≥Gj(􀭵x)-εj,

因此ω∈Ω
εj
j (􀭵x),故Ω􀭴ε

j(x)⊂Ω
εj
j (􀭵x).

设x∈B(􀭵x,􀭵δj).对于n∈N,选取子列􀭴εn∈(0,εj -2Kj
􀭵δj)和ωn∈Ω

􀭴εn
j (x),使得当n→ ∞ 时,

􀭴εn →0.因Ω
εj
j (􀭵x)是紧的,对于∀n∈N有ωn∈Ω

􀭴εn
j (x)⊂Ω

εj
j (􀭵x),因此可知序列 ωn  中包含一个收敛

子列􀭵ω,即 ∃􀭵ω∈Ω
εj
j (􀭵x),当n→∞时有ωn →

 􀭵ω.又因为对于∀x∈B(􀭵x,􀭵δj),在ω∈Ω
εj
j (􀭵x)时,函数

 

ω �
 

gj(x,ω)是上半连续的,且ωn∈Ω
􀭴εn
j (x),因此有:

 gj x,􀭵ω  ≥
 

lim
 

sup
n→ ∞

gj x,ωn  ≥
 

lim
 

sup
n→ ∞

Gj(x)-􀭴εn  =Gj(x),

所以由扰动集Ωj(x)的定义知􀭵ω∈Ωj(x).又因对于 ∀􀭴ε>0,有Ωj(x)⊂Ω􀭴ε
j(x),因此式(8)成立,

Ωj(􀭵x)≠Ø.

命题2 在满足假设 ①、② 的条件下,Gj(􀭵x)和gj(􀭵x,ωj)次微分之间有如下关系:

 ∂Gj(􀭵x)⊂
 

cl*co∂1gj(􀭵x,ωj)ωj∈Ωj(􀭵x)  . (12)

证明 由命题1知,Gj(􀭵x)是有定义的.假设∃v*∈∂Gj(􀭵x)\cl*co{∂1gj(􀭵x,ωj)ωj∈Ωj(􀭵x)},于
是应用强分离定理可得 ∃v∈X\0  ,进而有:

 sup <x*,v>x*∈ ∪
ωj∈Ωj

(􀭵x)
∂1gj(􀭵x,ωj)  < <v*,v>. (13)

由于v*∈∂Gj(􀭵x)⊂∂CGj(􀭵x),于是结合式(5)可得:

 <v*,v>≤G°j(􀭵x;v). (14)

由式(7)知,函数Gj 是B(􀭵x,􀭵δj)上关于系数Kj 的Lipschitz函数.此外,由定义6知,存在序列 xn  ⊂

X 和 λn  ⊂ 0,+∞  使得xn →􀭵x,
 

λn →0,且

 G°j(􀭵x;v)=
 

lim
n→ ∞

Gj xn +λnv  -Gj xn  
λn

. (15)

因为xn →􀭵x,
 

λn →0,因此对于 ∀n∈N有xn,xn +λnv∈B(􀭵x,􀭵δj).由式(8)知,对于 ∀n∈N有

Ωj xn +λnv  ≠Ø,于是可在其中选取序列ωn,使得

 ωn∈Ωj xn +λnv  ⊂Ω
εj
j (􀭵x), (16)

即对于 ∀n∈N有:

 Gj xn +λnv  =gj xn +λnv,ωn  . (17)

由式(17)和Gj 的定义知,对于 ∀n∈N有下式成立:

 Gj xn +λnv  -Gj xn  ≤gj xn +λnv,ωn  -gj xn,ωn  . (18)

由于函数gj ·,ωn  (n∈N)在
 

B(􀭵x,􀭵δj)上是 Lipschitz函数,因此利用中值不等式可得 ∃cn ∈

xn,xn +λnv  ,
 

x*
n∈∂1gj cn,ωn  ,并有下式成立:

 gj xn +λnv,ωn  -gj xn,ωn  ≤ <x*
n,λnv>. (19)

由式(7)和(4)知,对于 ∀n∈N有 x*
n ≤Kj.又因X 为Asplund空间,BX*为弱*序列紧的,因此可以

假设x*
n

ω*
→z*∈X*.结合式(14)、(15)、(18)和(19)可得:

 <v*,v>≤ <z*,v>. (20)

由Ω
εj
j (􀭵x)的紧性和式(16)可知,∃ω0∈Ω

εj
j (􀭵x),使得序列 ωn  →ω0.由式(7)可得,对于∀n∈N有:

 gj xn +λnv,ωn  ≤gj
􀭵x,ωn  +Kj xn +λnv-􀭵x . (21)

由Gj 的定义知,对于 ∀ω∈Ωj 和n∈N有下式成立:
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 gj xn +λnv,ω  ≤Gj xn +λnv  . (22)

于是由式(17)、(21)和(22)知,对于 ∀ω∈Ωj 和n∈N有:

 gj xn +λnv,ω  ≤gj
􀭵x,ωn  +Kj xn +λnv-􀭵x .

当n→ ∞ 时,
 

对其取上极限后再根据函数ω �
 

gj(􀭵x,ω)的上半连续性可得,对于 ∀ω∈Ωj 有gj(􀭵x,

ω)≤gj(􀭵x,ω0),因此有Gj(􀭵x)≤gj(􀭵x,ω0),故ω0∈Ωj(􀭵x).进一步,当n→∞时,有cn →􀭵x 和多值

函数(x,ω)∈B(􀭵x,􀭵δj)×Ω
εj
j (􀭵x)→∂1gj(x,ω)⊂X*在(􀭵x,ω0)是弱*闭的,故z*∈∂1gj(􀭵x,ω0).结合

式(13)和(20)可知sup <x*,v>x*∈ ∪
ωj∈Ωj

(􀭵x)
∂1gj(􀭵x,ωj)  < <v*,v>≤ <z*,v>不成立,由此可知式

(12)成立.
定理1 设假设 ① 和 ② 成立,􀭵x 为问题(RUMP)的ε 拟弱有效解,则 ∃λi ≥0(i=1,…,l),

μj ≥0(j=1,…,m),
 

􀰐
l

i=1
λi+􀰐

m

j=1
μj =1,且有

 
0∈􀰐

l

i=1
λi∂fi(􀭵x)+􀰐

m

j=1
μjcl*co∂1gj(􀭵x,ωj)ωj∈Ωj(􀭵x)  +􀰐

l

i=1
λi εiB,

μjsup
ωj∈Ωj

gj(􀭵x,ωj)=0,
 

j=1,…,m

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (23)

成立.此外,如果式(23)在点􀭵x 处满足CQ条件,则所选的λi 不全为零.

证明  因为􀭵x 为问题(RUMP)的ε 拟弱有效解,所以存在x∈C 并有:

 fi(x)-fi(􀭵x)+ εi x-􀭵x ∉-intR+,∀i=1,…,l.

在空间X 上定义一个实值函数Φ,于是对于x∈X 有Φ(x)=max{fi(x)-fi(􀭵x)+ εi x-􀭵x ,

Gj(x)}.由命题1知,Gj 是有定义的.又因对于∀x∈C 有Φ(􀭵x)=0≤Φ(x),所以􀭵x 是函数Φ 的最小

值.由引理1可知0∈∂Φ(􀭵x).再利用最大值函数的次微分公式[15]可得:

 0∈∂Φ(􀭵x)⊂ ∂􀰐
l

i=1
λifi(􀭵x)+􀰐

m

j=1
μjGj(􀭵x)+􀰐

l

i=1
λi εi x-􀭵x  λi ≥0,

 

i=1,…,l, 

  μj ≥0,
 

j=1,…,m,
 

μjGj(􀭵x,ωj)=0,􀰐
l

i=1
λi+􀰐

m

j=1
μj =1 . (24)

根据文献[19]可知:

 ∂(·-􀭵x )(􀭵x)=B. (25)

再结合式(24)、(25)和Lipschitz函数的极限次微分和规则可得:

 
0∈ 􀰐

l

i=1
λi∂fi(􀭵x)+􀰐

m

j=1
μj∂Gj(􀭵x)+􀰐

l

i=1
λi εiB λi ≥0,

 

i=1,…,l, 

μj ≥0,
 

j=1,…,m,
 

μjGj(􀭵x,ωj)=0,􀰐
l

i=1
λi+􀰐

m

j=1
μj =1 .

于是根据命题2的结论可得式(23)成立.假设在式(23)中,对于 ∀i=1,…,l有λi=0,则有􀰐
m

j=1
μj =1

和0∈cl*co∂1gj(􀭵x,ωj)ωj∈Ωj(􀭵x),
 

j=1,…,m  .该结果与问题(UMP)在点􀭵x 处满足CQ条件相

矛盾,所以􀰐
l

i=1
λi ≠0得证.

下面举例验证上述定理的正确性.
例1 设fi:R→R,

 

i=1,2,
 

f1(x)=2x+1 +1,
 

f2(x)=x-1,
 

x∈R.考虑问题(UMP),其
约束函数为g:R×Ωj →R,

 

g(x,ω)=-x+ω-1,
 

x∈R,其中ω∈Ω=(-1,0].
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由题设条件易验证函数g 满足假设条件① 和 ②,且鲁棒可行集为C=(-2,+∞).由此可选取

􀭵x=-1∈C,
 

ε∈R2+,再利用定义1即可得􀭵x 是问题(UMP)的鲁棒ε 拟有效解.对函数fi 和g 分别

进行次微分运算得:

 Ω(􀭵x)= 0  ,
 

∂f1(􀭵x)=[-2,2],
 

∂f2(􀭵x)= 1  ,

 ∂1g(􀭵x,ω)ω∈Ω(􀭵x)  ={-1},
 

∂ x-􀭵x  =B.

根据定理1中的参数取值范围,取λ1=λ2=μ=
1
3
,

 

ε=
1
B2
,1
B2  , 

λ1+λ2+μ=1.当∂f1(􀭵x)=-2

时,将相关参数和次微分的取值代入式(23)中进行计算即可得定理1成立.
由有限维空间的性质可知,若空间X 是有限维的,则弱*闭运算与弱闭运算相同.由此可知定理1的

结论可进一步加强为:

推论1 设假设①和②成立,空间X=
 

Rn,
 􀭵x 为问题(RUMP)的拟弱ε 有效解,则∃λi≥0(i=

1,…,l),
 

μj ≥0(j=1,…,m),
 

􀰐
l

i=1
λi+􀰐

m

j=1
μj =1,并且有

 
0∈􀰐

l

i=1
λi∂fi(􀭵x)+􀰐

m

j=1
μjco∂1gj(􀭵x,ωj)ωj∈Ωj(􀭵x)  +􀰐

l

i=1
λi εiB,

μjsup
ωj∈Ωj

gj(􀭵x,ωj)=0,
 

j=1,…,m

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

成立.此外,如果上式在点􀭵x 处满足CQ条件,则所选的λi 不全为零.

证明  设j∈{1,…,m},于是由函数g 所满足的假设条件 ① 和 ② 可知εj、δj、Ω
εj
j (􀭵x)、Kj 和

Gj(􀭵x)是有定义的.首先证明集合co∂1gj(􀭵x,ωj)ωj∈Ωj(􀭵x)  在空间Rn 中是闭的.由闭集的定义可

知,要证明集合co{∂1gj(􀭵x,ωj)ωj∈Ωj(􀭵x)}在空间 Rn 中是闭的,只需证集合{∂1gj(􀭵x,ωj)ωj∈

Ωj(􀭵x)}是闭的即可.

取任意的序列{x*n }⊂ ∂1gj(􀭵x,ωj)ωj∈Ωj(􀭵x)  ,则对于∀n∈N存在一个子列 ωn  ⊂Ωj(􀭵x),

使得x*
n∈∂1gj

􀭵x,ωn  .又因对于ω∈Ω
εj
j (􀭵x),函数ω�

 

gj(􀭵x,ω)∈R是上半连续的,集合Ωj(􀭵x)在紧

空间Ω
εj
j (􀭵x)中是闭的,所以集合Ωj(􀭵x)是紧集,故在序列 ωn  中存在一个子列 ωnj  收敛于􀭵ω∈

Ωj(􀭵x).再由式(7)和(4)知:对于∀n∈N,有 x*
n ≤Kj 成立.不失一般性,假设序列{x*

n }中的一个子

列 x*
nj  →x*.因(x,ω)∈B(􀭵x,δj)×Ω

εj
j (􀭵x),多值函数(x,ω)→∂1gj(x,ω)⊂Rn 在 􀭵x,􀭵ω  是闭的,

所以有x*∈∂1gj
􀭵x,􀭵ω  .由上述可知,集合{∂1gj(􀭵x,ωj)ωj∈Ωj(􀭵x)}在Rn 中是紧子集.由紧集的定

义可知,集合co∂1gj(􀭵x,ωj)ωj∈Ωj(􀭵x)  在空间 Rn 中是闭集,所以集合co{∂1gj(􀭵x,ωj)ωj∈

Ωj(􀭵x)}也是闭集.因推论1成立的其余证明类似于定理1的证明,故在此省略.由此最终可证得推论1
成立.

2.2 最优性充分条件

首先给出以下伪拟函数广义凸性的定义.
定义9 设ε= ε1,…,εl  ∈Rl

+,则由此可得以下定义:

1)如果对于任意的x∈C,
  

ξi∈∂fi(􀭵x),
 

i=1,…,l,
  

ηj∈∂1gj(􀭵x,ωj),
 

ωj∈Ωj(􀭵x),
 

j=1,…,m,
 

b∈B,∃v∈X 有fi(x)-fi(􀭵x)+ εi x-􀭵x ≥<ξi,v>+ εi<b,v>和gj(x,ωj)-gj(􀭵x,ωj)≥

<ηj,v>成立,则称 f,g  在􀭵x∈C 处为伪拟函数.

2)如果对于任意的x∈C,
 

ξi∈∂fi(􀭵x),
 

i=1,…,l,
 

ηj∈∂1gj(􀭵x,ωj),
 

ωj∈Ωj(􀭵x),
 

j=1,…,m,
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b∈B,存在v∈X\􀭵x  使得1)中关于函数f 和g的不等式严格成立,则称 f,g  在􀭵x∈C 处为严格伪

拟函数.
定理2 设􀭵x∈C,问题(UMP)在􀭵x 处满足鲁棒最优性必要条件和CQ条件,则有以下结论成立:

① 若 f,g  在􀭵x∈C 处为伪拟函数,则􀭵x 为问题(UMP)的鲁棒ε 拟弱有效解.

② 若 f,g  在􀭵x∈C 处为严格伪拟函数,则􀭵x 为问题(UMP)的鲁棒ε 拟有效解.
证明  因􀭵x∈C 满足问题(UMP)的鲁棒最优性必要条件和CQ条件,即 ∃λi ≥0(i=1,…,l),

 

μj ≥0(j=1,…,m),
 

􀰐
l

i=1
λi ≠0,因此有以下式子成立:

 0∈􀰐
l

i=1
λi∂fi(􀭵x)+􀰐

m

j=1
μjcl*co∂1gj(􀭵x,ωj)ωj∈Ωj(􀭵x)  +􀰐

l

i=1
λi εiB, (26)

 μjsup
ωj∈Ωj

gj(􀭵x,ωj)=0,
 

j=1,…,m. (27)

由于 ∃ξi∈∂fi(􀭵x),
 

i=1,…,l,
 

b∈B 及

 ηj∈cl*co∂1gj(􀭵x,ωj)ωj∈Ωj(􀭵x)  ,
 

j=1,…,m, (28)

因此有:

 0=􀰐
l

i=1
λiξi+􀰐

m

j=1
μjηj +􀰐

l

i=1
λi εib. (29)

首先证定理2中的 ①.假设􀭵x 不是问题(UMP)的鲁棒ε 拟弱有效解,即 ∃̂x∈C,于是有:

 fi(̂x)-fi(􀭵x)+ εi x̂-􀭵x ∈-intRl
+. (30)

由于 f,g  在􀭵x∈C 处为伪拟函数,因此对于 ∀ξi∈∂fi(􀭵x),
 

ηj∈∂1gj(􀭵x,ωj),
 

ωj∈Ωj(􀭵x),
 

b∈B,
 

∃v∈X,有下式成立:

 fi x̂  -fi(􀭵x)+ εi x̂-􀭵x ≥ <ξi,v>+ εi<b,v>, (31)

 gj x̂,ωj  -gj(􀭵x,ωj)≥ <ηj,v>. (32)

对于 ∀j∈{1,…,m},由式(28)知存在一个序列 ηβ  β∈Λ ⊂co∂1gj(􀭵x,ωj)ωj∈Ωj(􀭵x)  使ηβ

w*

→

ηj,其中Λ 为序列的指标集.由此可知,对于∀β∈Λ,∃αβt≥0,
 

ηβt∈∂1gj(􀭵x,ωβt),
 

ωβt∈Ωj(􀭵x),
 

t=

1,…,s,
 

s∈N,有􀰐
s

t=1
αβt=1和ηβ =􀰐

s

t=1
αβtηβt.再结合式(32)可得:

 <ηβ,v>=􀰐
s

t=1
αβt<ηβt,v>≤􀰐

s

t=1
αβt gj x̂,ωβt  -gj(􀭵x,ωβt)  .

由于ωβt∈Ωj(􀭵x),因此gj(􀭵x,ωβt)=Gj(􀭵x),
 

t=1,…,s.此外,对于∀t=1,…,s,显然有gj x̂,ωβt  ≤

Gj x̂  .由此可知,对于 ∀β∈Λ 有<ηβ,v>≤Gj x̂  -Gj(􀭵x).在该式中对β∈Λ 取极限得<ηj,v>≤

Gj x̂  -Gj(􀭵x).又由于x̂∈C,因此可知Gj x̂  ≤0成立,且<ηj,v>≤
 

-Gj(􀭵x).于是由式(27)、(29)

和(31)可得:

 0=􀰐
l

i=1
λi <ξi,v>+ εi<b,v>  +􀰐

m

j=1
μj<ηj,v>≤

  􀰐
l

i=1
λi fi x̂  -fi(􀭵x)+ εi ‖̂x-􀭵x‖  -􀰐

m

j=1
μjGj(􀭵x)≤

  􀰐
l

i=1
λi fi x̂  -fi(􀭵x)+ εi ‖̂x-􀭵x‖  .

又因为􀰐
l

i=1
λi ≠0,所以 ∃i0∈1,…,l,有fi0 x̂  -fi0

(􀭵x)+ εi0 ‖̂x-􀭵x‖ ≥0.该结果与式(30)相
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矛盾,所以􀭵x 是问题(UMP)的鲁棒ε 拟弱有效解.
下证定理2中的 ②.假设􀭵x 不是问题(UMP)的鲁棒ε 拟有效解,即 ∃̂x∈C,于是有:

 fi x̂  -fi(􀭵x)+ εi ‖̂x-􀭵x‖∈-R+\0  . (33)

由于 f,g  在􀭵x∈C 处为严格伪拟函数,因此对于 ∀ξi∈∂fi(􀭵x),
 

ηj∈∂1gj(􀭵x,ωj),
 

ωj∈Ωj(􀭵x),
 

b∈B,∃v∈X,有fi x̂  -fi(􀭵x)+ εi x-􀭵x ><ξi,v>+ εi<b,v>和gj x̂,ωj  -gj(􀭵x,ωj)≥

<ηj,v>成立.其余的证明过程与 ① 的证明类似,故省略.由此最终可证得􀰐
l

i=1
λi[fi x̂  -fi(􀭵x)+

εi ‖̂x-􀭵x‖]>0,即∃i0∈{1,…,l},有fi0 x̂  -fi0
(􀭵x)+ εi0 ‖̂x-􀭵x‖>0成立,该结果与式

(33)相矛盾,所以􀭵x 是问题(UMP)的鲁棒ε 拟有效解.

参考文献:
[1] CHUONG

 

T
 

D.L-invex-infine
 

functions
 

and
 

applications[J].Nonlinear
 

Analysis,2012,75(13):5044-5052.
[2] 杨铭,李林廷,高英.多目标优化问题鲁棒有效解与真有效解之间的关系[J].应用数学和力学,2019,40(12):1364-

1372.
[3] LEE

 

G
 

M,
 

KIM
 

G
 

S,
 

DINH
 

N.Optimality
 

conditions
 

for
 

approximate
 

solutions
 

of
 

convex
 

semi-infinite
 

vector
 

optimization
 

problems[J].Recent
 

Developments
 

in
 

Vector
 

Optimization,2012,1:275-295.
[4] LEE

 

J
 

H,
 

LEE
 

G
 

M.On
 

ε-solutions
 

for
 

convex
 

optimization
 

problems
 

with
 

uncertainty
 

data[J].Positivity,2012,

16:509-526.
[5] CHUONG

 

T
 

D,
 

KIM
 

D
 

S.Nonsmooth
 

semi-infifinite
 

multiobjective
 

optimization
 

problems[J].Journal
 

of
 

Optimiza-
tion

 

Theory
 

and
 

Applications,2014,160:748-762.
[6] CHUONG

 

T
 

D,
 

KIM
 

D
 

S.Optimality
 

conditions
 

and
 

duality
 

in
 

nonsmooth
 

multiobjective
 

optimization
 

problems
[J].Annals

 

of
 

Operations
 

Research,2014,217:117-136.
[7] CHUONG

 

T
 

D,
 

KIM
 

D
 

S.Approximate
 

solutions
 

of
 

multiobjective
 

optimization
 

problems[J].Positivity,2016,20:

187-207.
[8] CHUONG

 

T
 

D.Optimality
 

and
 

duality
 

for
 

robust
 

multiobjective
 

optimization
 

problems[J].Nonlinear
 

Analysis,

2016,134:127-143.
[9] LEE

 

J
 

H,
 

JIAO
 

L.On
 

quasi
 

ε-solution
 

for
 

robust
 

convex
 

optimization
 

problems[J].Optimization
 

Letters,2017,11
(8):1609-1622.

[10] 孙祥凯.不确定信息下凸优化问题的鲁棒解刻划[J].数学物理学报,2017,37(2):257-264.
[11] 周俊屹,郑霜.鲁棒多目标优化问题的最优性和对偶性[J].重庆工商大学学报(自然科学版),2019,36(1):49-53.
[12] 龚田甜.非光滑多目标规划鲁棒解的最优性条件和鞍点定理[D].银川:北方民族大学,2020.
[13] CHUONG

 

T
 

D.Robust
 

optimality
 

and
 

duality
 

in
 

multiobjective
 

optimization
 

problems
 

under
 

date
 

uncertainty[J].
SIAM

 

Journal
 

on
 

Optimization,2020,30(2):1501-1526.
[14] 邓光菊.不确定多目标优化问题近似鲁棒解的最优性条件与对偶性[D].重庆:西南大学,2021.
[15] 莫尔杜霍维奇(BORIS

 

S
 

MORDUKHOVICH).变分分析与广义微分I:基础理论[M].赵亚莉,王炳武,钱伟懿,
译.北京:科学出版社,2011:268-269.

[16] CLARKE
 

F
 

H.Optimization
 

and
 

Nonsmooth
 

Analysis[M].New
 

York:Wiley
 

Press,1983.
[17] CHUONG

 

T
 

D,
 

KIM
 

D
 

S.Normal
 

regularity
 

for
 

the
 

feasible
 

set
 

of
 

semi-infinite
 

multiobjective
 

optimization
 

prob-
lems

 

with
 

applications[J].Annals
 

of
 

Operations
 

Research,2018,267:81-99.
[18] BONNANS

 

J
 

F,
 

SHAPIRO
 

A.Perturbation
 

Analysis
 

of
 

Optimization
 

Problems[M].New
 

York:Springer-Verlag,

2020.
[19] IOFFE

 

A
 

D,
 

TIHOMIROV
 

V
 

M.Theory
 

of
 

Extremal
 

Problems[M].Amsterdam-New
 

York:North-Holland
 

Publishing
 

Company,1979.

402


