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摘要:
  

研究了一类具有附加食物的Leslie-Gower捕食者 食饵模型平衡点的局部与全局渐进稳定性及其非双

曲平衡点的分支行为,并利用数值模拟验证了所得结论的正确性.该研究结果可为应用额外食物进行生物防

治提供参考.
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Abstract:
   

The
 

locally
 

and
 

globally
 

asymptotic
 

stability
 

of
 

equilibria
 

and
 

bifurcation
 

behavior
 

of
 

non-hyperbolic
 

equilibria
 

are
 

studiedin
 

a
 

class
 

of
 

Leslie-Gower
 

type
 

predator-prey
 

model
 

with
 

additional
 

food.
 

The
 

numerical
 

simulation
 

is
 

given
 

to
 

show
 

the
 

validity
 

of
 

the
 

obtained
 

conditions.The
 

results
 

can
 

provide
 

a
 

reference
 

for
 

the
 

design
 

of
 

biological
 

control
 

methods
 

to
 

use
 

additional
 

food.
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0 引言

捕食者 食饵系统是生物数学研究的重要对象之一.从捕食者的生长函数与捕食函数关系考虑,可
将相应的捕食者 食饵模型分为两类:一类是捕食者的生长函数与捕食函数一致,如经典的Gause型模

型[1];另一类是捕食者的生长函数与捕食函数不同,如Leslie-Gower模型[2]:

 
u̇=ru1-

u
K  -kuv,

v̇=nv1-
v
hu  ,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(1)

其中u(t)和v(t)分别为食饵和捕食者的密度,其他参数为正常数(生物意义参考文献[2]).Hsu等[3]

研究表明,模型(1)的唯一正平衡在所有生物学允许的参数内是渐近稳定的.为了研究不同捕食功能函

数以及物种在较大范围内的空间移动对模型(1)的影响,一些学者对模型(1)进行了改进.例如:

Huang[4]等提出了一类具有广义Holling
 

III功能反应的Leslie模型,并证明了该模型在两个退化平衡
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点处分别经历了亚临界 Hopf分支和Bogdanov-Takens分支;张丽娜等[5]提出了一类修正的Leslie-
Gower捕食者 食饵扩散模型,并研究了该模型正平衡点的全局渐近稳定性;鲁引儿等[6]研究了一类具

有非线性收获的Leslie-Gower捕食者 食饵扩散模型,并讨论了其Hopf分支的存在性.
在模型(1)中,如果食饵是害虫,则害虫是不可能被消灭的(模型(1)不存在食饵灭绝的平衡点).研

究表明,给捕食者提供额外食物可使模型产生食饵灭绝的平衡点.例如:Basheer等[7]在 Holling-
Tanner模型的基础上建立了一类提供额外食物的 Holling-Tanner模型,并研究了附加食物对食饵种

群的影响.本文根据文献[7]的建模机理,在假定捕食者对食饵与附加食物的选择无偏好的基础上,将模

型(1)改进为如下形式:

 
u̇=ru1-

u
K  - k

1+β
uv,

v̇=nv1+β-v
β+hu  .

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(2)

其中,β为额外提供给捕食者的食物量,β/(β+hu)表示因提供额外食物而提高的捕食者的出生率.为
简化计算,将模型(2)的参数(除β外)进行缩放.对β未进行缩放的原因是为了突出额外食物量对模型

的影响.令􀭵u=u/K,
 􀭵v=nv/(rhK),

 􀭰t=rt,
 􀭵k=hkK/n,

 􀭵n=n/r,
 􀭿m =1/(hK),并将􀭵u、􀭵v、􀭰t、􀭵k、􀭵n、􀭿m

等变量记为u、v、t、k、n、m,则模型(2)可改写为:

 
u̇=u(1-u)-

k
1+β

uv,

v̇=vn+
nmβ-v
mβ+u  .

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(3)

本文将研究模型(3)的局部与全局渐进稳定性,以及非双曲平衡点在适当参数扰动下所产生的分支等

动力学行为.

1 平衡点的局部稳定性

对模型(3)进行计算可知,其存在边界平衡点E0(0,0)、E1(1,0)和E2(0,2nmβ),且当2knm >1

和β<
1

2knm-1
时,存在内部平衡点E3(u*,v*),其中u*=

 1+β-2knmβ
1+β+nk

,
 

v*=nu*+2nmβ.系统

(3)在平衡点E=(􀭵u,􀭵v)处的雅克比矩阵为:

 J(E)=
1-2􀭵u-

k􀭵v
1+β

-
k􀭵u
1+β

-
(nmβ-􀭵v)􀭵v
(mβ+􀭵u)2

n+
nmβ-2􀭵v
mβ+􀭵u

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

.

对J(E0)和J(E1)的特征值进行计算可知,E0(0,0)是不稳定的结点,E1(1,0)是鞍点.

定理1 (i)当β>
1

2kmn-1>
0时,E2是稳定的结点;(ii)当0<β<

1
2knm-1

时,E2是鞍点;

(iii)当β=
 1
2knm-1>

0时,E2 是鞍结点,且在第一卦象内E2 附近是吸引的.

证明  E2 处的雅克比矩阵为J(E2)=
1-
2knmβ
1+β

0

2n2 -2n  ,其对应的特征值分别为λ1=1-

2knmβ
1+β

和λ2=-2n,所以(i)与(ii)成立.当β=
 1
2nm-1

时,λ1=0,因此E2 是一个退化的平衡点.利

用线性变换(U=u,
 

V=v-2nmβ)将系统(3)的平衡点E2(0,2nmβ)移至原点后再在原点处作泰勒展

开可得:

911
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U̇ =-U2-

k
1+β

UV,

V̇ =2n2U-2nV-
2n2

mβ
U2+

3n
mβ

UV-
1
mβ

V2+o(U,V 2).

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(4)

对式(4)作线性变换(U=x,
 

V=nx+y)可得:

 
ẋ =- 1+

kn
1+β  x2-

k
1+β

xy,

ẏ=-2ny+
kn2

1+β
+n  x2+

n
mβ

+
kn
1+β  xy-

1
mβ

y2+o(x,y 2).

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(5)

由于式(5)存在局部中心流形,且其展式是从x 的二次项开始的,于是结合式(5)的第1个方程知,中心

流上的方程中其所含的x2项与y无关,所以式(5)在中心流上的方程为ẋ=-1+
2nk
1+β  x2+o(x3).

因- 1+
kn
1+β  <0,所以E2 是鞍结点,且在第一卦象内E2 附近是吸引的.证毕.

定理2 当0<β<
1

2knm-1
时,E3 为稳定的结点或焦点.

证明 由平衡点的存在性可知,当0<β<
1

2knm-1
时,系统(3)存在内部平衡点E3(u*,v*).E3

处的雅克比矩阵为J(E3)=
-u* -

k
1+β

u*

nv*

mβ+u* -
v*

mβ+u*

􀮠

􀮢
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,且Det(E3)=
 vu*

mβ+u*+
knu*

(1+β)(mβ+u*)>0
,

 

Tr(E3)=- u*+
v*

mβ+u*  <0.所以,E3 是系统(3)的稳定结点或焦点.

注1 从生物防控角度看,如果食饵是害虫类,则可以通过提供不超过
 1
2knm-1

的附加食物量使

害虫呈指数量减少,或将其消灭;如果物种需要共存,则可以通过提供超过
 1
2knm-1

的附加食物量使

物种达到共存.

2 分支分析

由定理1知,对于任何参数E2总是存在,且当β=
 1
2knm-1

时(β=
 1
2knm-1

是改变E2稳定性的

临界值),E2 的雅克比矩阵有一个零特征根.由此可推测,当β=
 1
2knm-1

时,在E2 处可能产生跨临界

分支.下面选取βTB ≡
 1
2knm-1

为分支参数,以此探讨系统(3)是否存在跨临界分支.

定理3 若β 在βTB ≡
 1
2knm-1

附近变化,则系统(3)在E2 附近经历跨临界分支.

证明  记V 和W 分别为J(E2;βTB)和JT(E2;βTB)中的零特征根所对应的特征向量,即V=

V1

V2  = 1
n  , 

W =
1
0  .记F=

F1

F2  =
u(1-u)-

k
1+β

 

uv

vn+
nmβ-v
mβ+u  

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,对系统(3)的横截性条件及非退化条件

进行验证可得:

021
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 WTFβ(E2;βTB)=
 kuv
(1+β)2

u=0
v=2nmβ
β=βTB

=0,

 WT DFβ(E2;βTB)V  =

  (1,0)

kv
(1+β)2

ku
(1+β)2

nmv mβ+u  -2(nmuv+mv2)
(mβ+u)3

nm2β-2mv
(mβ+u)2

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

u=0
v=2nmβ
β=βTB

1
n  =2kmn-1

2kmn >0,

 WT D2F(E2;βTB)(V,V)  =(1,0)

∂2F1

∂x2V
2
1+2

∂2F1

∂x∂y
V1V2+

∂2F1

∂y2V2
2

∂2F2

∂x2V
2
1+2

∂2F2

∂x∂y
V1V2+

∂2F2

∂y2V2
2

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(E2;βTB)

=

  (1,0)
-2-

2kn
1+β

2nmβ-v  v
(mβ+u)3

-
2nnmβ-2v  
(mβ+u)2

-
2n2

mβ+u  (E2;βTB)

=-21+
2kmn-1
2m  <0.

于是由Sotomayor定理[8]可知,系统在β=βTB 处围绕E2 存在跨临界分支,即当参数β从βTB 的一端跨

越到另一端时,E2 的稳定性发生改变.

3 全局稳定性

引理1 系统(3)是最终有界的,且Ω= {(u,v)0<u≤1,2nmβ≤v≤2n(mβ+1)}是最终有界集.

证明  由食饵方程可得,̇u=u(1-u)-
k
1+β

uv≤u(1-u).再根据常微分方程比较原理可得
 

lim
t→+∞

supu≤1,即当t充分大时u≤1成立.

由捕食者方程可得,̇v=vn+
nmβ-v
mβ+u  ≤ v

mβ+1
(2n(mβ+1)-v).再根据比较原理可得

 

lim
t→+∞

supv≤2n(mβ+1),即当t充分大时v≤2n(mβ+1)成立.做垂直于v轴的直线(l=v-􀭵v=0,

0<􀭵v≤2mnβ),于是由系统(3)可得:

 dldt v=􀭵v
=

 dx
dt v=􀭵v

=vn+
nmβ-􀭵v
mβ+u  ≥vn-

nmβ
mβ+u  >0.

上式说明当v≤2mnβ 时,捕食者总是递增的,即当t充分大时v≥2mnβ.

定理4 当β≥
1

2kmn-1>
0时,E2 在R2+ 上全局渐进稳定.

证明  构造李亚普洛夫函数V(t)=u(t),于是由引理1可知,当t充分大后沿系统(3)轨线的导

数为V̇(t)=̇u=u(1-u)-
k
1+β

uv<u1-
k
1+β

v  ≤u1-
2kmnβ
1+β  ≤0.由此可得,u→0(t→

+∞).再由系统(3)的捕食者方程可知,当u→0时捕食者的极限方程为v̇=v2n-
v
mβ  .解该方程可

得v→2nmβ(t→+∞),于是由Lasalle不变原理可知E2 在R2+ 上是全局渐进稳定的.
引理2 系统(3)在R2+ 上不存在闭轨.
证明  取Dulac函数B(u,v)=uα-1vγ-1,其中α 和γ 为待定常数,则有:

 
∂(BF1)
∂u +

∂(BF2)
∂v =uα-1vγ-1α+γn-(α+1)u-

αkv
1+β

-
(γ+1)v
mβ+u +

γnmβ
mβ+u  .
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在上式中取α=γ=0可得
 ∂(BF1)
∂u +

∂(BF2)
∂v =-uα-1vγ-1 u+

v
mβ+u  <0,于是由Bendixson-Dulac

定理可知,系统(3)在R2+ 上不存在闭轨.
定理5 当0<β<1/(2kmn-1)时,E3 在R2+ 上全局渐进稳定.

证明  由平衡点的存在性及局部稳定性可知,当0<β<
1

2kmn-1
时,系统(3)存在平衡点E0、

E1、E2 和E3,其中E0是不稳定结点,E1和E2是鞍点,E3是稳定焦点或结点.再由引理1和引理2知,

当t→+∞ 时轨线必进入E3,因此E3 在R2+ 上是全局渐进稳定的.

4 数值模拟

令n=m=k=1,则由此可得 1
2knm-1=1,于是系统(3)可变为:

 
u̇=u(1-u)-

1
1+β

uv,

v̇=v1+β-v
β+u  .

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(6)

情形1 取β=1.5,则β>
1

2knm-1
,E2= (0,3).由定理1和定理4可知,E2 是全局渐进稳定的.

情形1的仿真结果如图1所示.由图可以看出,E2是全局渐进稳定的,该结果与定理1和定理4的结论一致.

情形2 取β=1.0,则β=
 1
2knm-1

,E2=(0,2).由定理1和定理4可知,E2是鞍结点,且在第一

卦象是吸引的,即从第一卦象出发的轨线最终渐进稳定于E2.情形2的仿真结果如图2所示.由图可以

看出,E2 为鞍结点,且在R2+ 上是全局渐进稳定的,该结果与定理1和定理4的结论一致.

 图1 β =1.5时系统(6)的相图           图2 β =1.0时系统(6)的相图  

 

图3 β =0.5时系统(6)的相图

情形3 取β=0.5,则β<
1

2knm-1
,系统

存在平衡点E2= 0,1  和E3= 0.2,1.2  .由定

理2和定理5可知,E2 为鞍点,E3 是全局渐进稳

定的结点.情形3的仿真结果如图3所示.由图3
可以看出,E2 是全局渐进稳定的鞍点,E3 是全局

渐进稳定的结点,该结果与定理2和定理5的结

论一致.

(下转第137页)
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