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摘要:
 

讨论了KdVB方程近似解的误差估计.首先,利用Crank-Nicolson差分法对KdVB方程的时间变量进

行离散,由此得到了KdVB方程全离散的 H1 误差估计.其次,基于特征正交分解(POD)方法得到了 KdVB
方程的降维模型;最后,根据Crank-Nicolson差分法对降维模型的时间变量进行离散,由此得到了降维模型

的 H1 误差估计.
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Abstract:
 

The
 

error
 

estimation
 

of
 

the
 

approximate
 

solution
 

of
 

the
 

KdVB
 

equation
 

is
 

discussed.Firstly,
 

the
 

time
 

variables
 

of
 

the
 

KdVB
 

equation
 

are
 

discretized
 

by
 

the
 

Crank-Nicolson
 

difference
 

method,
 

and
 

the
 

H1
 

error
 

estimation
 

of
 

the
 

full
 

discretization
 

of
 

the
 

KdVB
 

equation
 

is
 

obtained.Secondly,
 

the
 

dimensionality
 

reduction
 

model
 

of
 

the
 

KdVB
 

equation
 

is
 

obtained
 

based
 

on
 

the
 

characteristic
 

orthogonal
 

decomposition
 

(POD)
 

method;
 

Finally,
 

the
 

time
 

variables
 

of
 

the
 

reduced
 

dimension
 

model
 

are
 

discretized
 

according
 

to
 

the
 

Crank-Nicolson
 

difference
 

method,
 

and
 

the
 

H1error
 

estimation
 

of
 

the
 

reduced
 

dimension
 

model
 

is
 

obtained.
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0 引言

本文考虑具有如下初边值问题的Korteweg-de
 

Vries-Burgers(KdVB)方程:

 ut+εuux -νuxx +μuxxx =0,
 

x∈Ω,
 

0≤t≤T; (1)

 u(0,t)=u(L,t)=0,
 

x∈Ω,
 

0≤t≤T; (2)

 ux(0,t)=ux(L,t)=0,
 

x∈Ω,
 

0≤t≤T; (3)

 u(x,0)=u0(x),
 

x∈Ω. (4)

其中Ω= 0,L  ,ε、ν、μ 为正数,x 是空间变量,t表示时间变量.

KdVB方程是一类同时包含阻尼和色散的非线性系统方程[1],因其在物理学和数学中具有广泛的
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应用,因此受到学者的关注.1970年,Johnson首次研究了KdVB方程在相平面上的行波解,并给出了

解的渐近展开式[2].1985年,Bona等证明了KdVB方程有界行波解的存在唯一性[3].随后一些学者利

用有限元[4]、tanh方法[5]、指数有理函数法[6]和有限差分格式[7]等方法求解了KdVB方程的数值解.

Crank-Nicolson差分法因具有无条件稳定性和二阶隐式的差分格式,因此近年来被广泛地应用于

偏微分方程的数值计算中.在文献[8]中,作者采用Crank-Nicolson差分格式求解了Kdv浅水波方程的

定解问题,并从理论上分析了定解问题的截断误差、稳定性和收敛性,同时通过数值实验验证了Crank-

Nicolson差分格式的有效性.在文献[9]中,作者建立了一种兼具稳定性和并行性的交替分段Crank-

Nicolson格式,并通过理论分析得到了此差分格式解的存在唯一性、稳定性和收敛性.在文献[8-9]研究

的基础上,本文利用Crank-Nicolson差分法对KdVB方程和KdVB方程降维模型的时间变量进行离

散,并分别给出KdVB方程和KdVB方程降维模型的 H1 误差估计.

1 准备工作

本文在Sobolev空间Hk(Ω)上研究KdVB方程有限元解的误差.空间Hk(Ω)的内积和范数分别记

为(·,·)
Hk(Ω)

和 · k.当k=0时,H0(Ω)为L2(Ω).记L2(Ω)上的内积和范数分别为(·,·)和 · .

H-1(Ω)是 H1
0(Ω)的对偶空间.下面定义Sobolev空间 Hk

0(Ω):

 Hk
0(Ω)= u∈Hk(Ω):∂j

xu(x)=∂j
xu(x+L)=0,j=0,…,k-1  . (5)

其中∂j
xu(x)表示函数u关于x 的第j阶导数.C([0,T];Hk)表示所有连续函数u:[0,T]→Hk(Ω)

的空间,其中 u C([0,T];Hk)=
 

max
0≤t≤T

u(t)k <∞.L2([0,T];Hk)为平方可积函数u:[0,T]→Hk(Ω)

的空间,其中 u 2
L2([0,T];Hk)=

 

∫
T

0
u(t)2

kdt< ∞.将式(1)乘以v(x)∈H2
0(Ω),并在Ω上进行分部积

分,由此得到的方程(1)—(4)的弱形式为:

 (ut,v)-
ε
2
(u2,vx)+ν(ux,vx)-μ(uxx,vx)=0,

 

t∈[0,T]. (6)

设M∈N+为正整数,Τh  h>0 为空间变量的网格,h=L/M 为网格尺寸.记网格节点为xj =jh,
 

j=0,1,…,M.记子区间为Ij = xj,xj+1  ,j=0,1,…,M -1.设Pr(I)为区间I上次数不大于r∈

N+的多项式空间.为了求方程(1)—(4)的近似解uh,定义Sh(Ω)为:

 Sh(Ω)= v∈H2
0(Ω):v|In∈Pr(Ij),j=0,1,…,M -1  . (7)

Sh(Ω)具有如下逼近性质[10-11]:对于u∈Hk(Ω)∩H2
0(Ω),有

 inf
v∈Sh(Ω)

u-v +h u-v 1  ≤Chr+1 u r+1,
 

0≤r≤k. (8)

为了误差估计,在Sh(Ω)上引入Ritz投影Ph,使得对于v∈H1(Ω),有:

 ((Phv)x,χx)=(vx,χx),
 

∀χ∈Sh(Ω). (9)

引入以下3个引理,证明过程可参考文献[10-11].
引理1 在式(9)的条件下,当v,vt∈Hk(Ω),k>r,Phv∈Sh(Ω)时,下列不等式成立:

 Phv-v +h (Phv-v)x ≤Chr+1 v r+1, (10)

 (Phv-v)t +h (Phv-v)tx ≤Chr+1 vt r+1. (11)

引理2 当v∈Sh(Ω)时,逆不等式 �v β ≤Ch-1 v 成立,其中C 与h 无关.

引理3 整数n、κn、an、bn、cn 和D 都大于等于零,若aN +Δt􀰐
N

n=0
bn ≤Δt􀰐

N

n=0
κnan+Δt􀰐

N

n=0
cn+D

 

02
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(∀N ≥0),且Δtκn <1,则有aN +Δt􀰐
N

n=0
bn ≤exp􀰐

N

n=0

Δtκn

1-Δtκn  (Δt􀰐
N

n=0
cn +D),∀N ≥0.

2 全离散的Crank-Nicolson有限元解的误差估计

设N 为正整数,k为时间步长(k=T/N),tn=nk(0≤n≤N).记ζn=ζ(tn),
 

∂tζn=ζ
n -ζn-1

k
,

 

ζ
n-

1
2 =ζn +ζn-1

2 .在式(6)中,若v∈Sh(Ω),则可得:

 (u
n-

1
2

t ,v)-
ε
2
((u

n-
1
2)2,vx)+ν(u

n-
1
2

x ,vx)-μ(u
n-

1
2

xx ,vx)=0. (12)

由空间变量的Galerkin有限元方法和时间变量的Crank-Nicolson方法可得如下KdVB方程的全离

散格式:求un
h∈Sh(Ω),n=1,…,N,使得un

h 满足

 (∂tun
h,v)-

ε
2
((u

n-
1
2

h )2,vx)+ν(u
n-

1
2

hx ,vx)-μ(u
n-

1
2

hxx ,vx)=0,
 

∀v∈Sh(Ω). (13)

将误差en 分解为如下形式:

 en =un -un
h =(un -Phun)-(un

h -Phun)=ηn -ξn, (14)

其中un
h =u(tn),Phun 为投影.

定理1 假设方程(1)—(4)中的u(t)足够光滑,且u0
h =Phu0,则有:

 uN -uN
h +νk uN

x -uN
hx ≤C(hr+1+k2), (15)

其中C 是与h 和k无关的常数.
证明  因已知ξn 的估计值,因此可以用ξn 来估计ηn.用式(12)减去式(13)可得如下等式:

 (∂tηn,v)-(∂tξn,v)+(ρn,v)+ν(η
n-

1
2

x ,vx)-ν(ξ
n-

1
2

x ,vx)-μ(η
n-

1
2

xx ,vx)+

  μ(ξ
n-

1
2

xx ,vx)-
ε
2
((u

n-
1
2)2-(u

n-
1
2

h )2,vx)=0, (16)

其中ρn =ut(t
n-

1
2)-∂tun.在式(16)中,令v=η

n-
1
2 可得:

 (∂tηn,η
n-

1
2)-(∂tξn,η

n-
1
2)+(ρn,η

n-
1
2)+ν(η

n-
1
2

x ,η
n-

1
2

x )-ν(ξ
n-

1
2

x ,η
n-

1
2

x )-

  μ(η
n-

1
2

xx ,η
n-

1
2

x )+μ(ξ
n-

1
2

xx ,η
n-

1
2

x )-
ε
2
((u

n-
1
2)2-(u

n-
1
2

h )2,η
n-

1
2

x )=0. (17)

再利用Young不等式和引理2可得:

 ηn 2- ηn-1 2+2kνη
n-

1
2

x
2 ≤k ∂tξn 2+kη

n-
1
2 2+kνξ

n-
1
2

x
2

 

+

  kνη
n-

1
2

x
2+

Ckμ2

νh2 ξ
n-

1
2

x
2+

kν
8 η

n-
1
2

x
2+kρn 2

 

+

  kη
n-

1
2 2+

kν
8 η

n-
1
2

x
2+

Ckε2

ν
(η

n-
1
2 2+ ξ

n-
1
2 2). (18)

整理上式可得如下不等式:

 (1-Ck)ηn 2+
3kν
4 η

n-
1
2

x
2 ≤ (1+Ck)ηn-1 2+k ∂tξn 2+

  kνξ
n-

1
2

x
2+

Ckε2

νh2 ξ
n-

1
2

x
2+kρn 2+

Ckε2

ν ξ
n-

1
2 2. (19)

12
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利用泰勒公式对ρn 进行计算可得 ρn 2 ≤Ck3
 

∫
tn

tn-1

uttt(s)2ds.再结合引理2可得:

 (1-Ck)ηn 2+
3kν
16 ηn

x
2≤ (1-Ck)ηn-1 2+2Ckηn-1 2+

3kν
16 ηn-1

x
2+Ck(∂tξn 2+

  ξn 2+ ξn-1 2+ ξn
x

2+ ξn-1
x

2)+Ckh-2 ξn
x

2+h-2 ξn-1
x

2+k3∫
tn

tn-1

uttt(s)2ds  .

将上式从n=1到N 求和可得:

 (1-Ck)ηN 2+
3νk
16 ηN

x
2 ≤2Ck􀰐

N

n=1
ηn-1 2+Ckk3

 

∫
tN

t0
uttt

2ds  +
  Ck(􀰐

N

n=1
∂tξn 2+􀰐

N

n=1
ξn

x
2+h-2􀰐

N

n=1
ξn

x
2+􀰐

N

n=1
ξn 2).

选择适当的k使(1-Ck)≥0,则有:

 ηN 2+
3νk

16(1-Ck)ηN
x

2 ≤
2Ck
1-Ck ηn-1 2+

Ck
1-Ck

(h-2􀰐
N

n=1
ξn

x
2)

 

+

  Ck
1-Ckk3

 

∫
tN

t0
uttt

2ds+􀰐
N

n=1
∂tξn 2+􀰐

N

n=1
ξn

x
2+􀰐

N

n=1
ξn 2  . (20)

对式(20)应用引理3可得 ηN 2+νkηN
x

2≤C(h2r-2+k4).由此根据 uN -uN
h ≤ ηN + ξN 的

三角形不等式可知式(15)成立,证毕.

3 基于POD方法的Crank-Nicolson有限元解的误差估计

定义W=spanu1
h,u2

h,…,uN
h  ,则W 是由瞬像张成的空间.用 ψj  l

i=1表示空间W 的标准正交基,

d=dimW ≤N,则有:

 un
h =􀰐

d

i=1

(un
h,ψi)Hψi,

  

i=1,2,…,N;

 (un
h,ψi)H =(un

hxx,(ψi)xx)+(un
hx,(ψi)x)+(un

h,ψi).

构造POD的方法为:对于任意的l∈ 1,2,…,d  ,求标准正交基函数ψ1,…,ψl∈H(Ω),使得

min
{ψi}

l
i=1

1
N􀰐

N

n=1
un

h -􀰐
l

i=1

(un
h,ψi)Hψi

2

H
,且满足(ψi,ψj)H =δij,

 

i,j=1,…,l.

命题1[12] 给定u1
h,u2

h,…,uN
h,并假设λ1≥…≥λd>0,特征向量v1,…,vd∈RN 满足Gvi=λivi,

 

其中i=1,2,…,d,
 

G=(Gij)N×N,Gij=
1
N
(ui

h,uj
h)H,则秩为l≤d 的POD基为ψi=

1
λid􀰐

N

j=1
vj

iuj
h,

  

其中i=1,…,l,
 

vj
i 为特征向量vi 的第j个分量.此外,对于l≤d,以下误差估计成立:

 1N􀰐
N

n=1
un

h -􀰐
l

i=1

(un
h,ψi)Hψi

2

H =􀰐
d

i=l+1
λi.

引理4[13] 若un∈Hr+1(Ω)和Pdun∈Sd(Ω),则有如下不等式:

 1N􀰐
N

n=1
un -Pdun 2

H ≤C(h2r-2+􀰐
d

j=l+1
λj). (21)

在式(6)中,若v∈Sd(Ω),则可得:

 (u
n-

1
2

t ,v)-
ε
2
((u

n-
1
2)2,vx)+ν(u

n-
1
2

x ,vx)-μ(u
n-

1
2

xx ,vx)=0. (22)

KdVB方程的POD降维模型为:求un
d∈Sd(Ω),n=1,…,N,使得un

h 满足

22
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 (∂tun
d,v)-

ε
2
((u

n-
1
2

d )2,vx)+ν(u
n-

1
2

dx ,vx)-μ(u
n-

1
2

dxx ,vx)=0,
 

∀vd∈Sd(Ω). (23)

将误差en 分解为如下形式:

 en =un -un
d =(un -Pdun)-(un

d -Pdun)=ηn
d -ξn

d,

其中un
d =u(tn),Pdun 为投影.

定理2 假设方程(1)—(4)中的u(t)足够光滑,且u0
d =Pdu0,则有:

 uN -uN
d

2+νk uN
x -uN

dx
2 ≤C(h2r-2+k4+􀰐

d

i=l+1
λi), (24)

其中C 是与h 和k无关的常数.
证明  用式(22)减去式(23)得到如下等式:

 (∂tηn
d,vd)-(∂tξn

d,vd)+(ρn,vd)+ν(η
n-

1
2

dx ,vdx)-ν(ξ
n-

1
2

dx ,vdx)-

  μ(η
n-

1
2

dxx ,vdx)+μ(ξ
n-

1
2

dxx ,vdx)-
ε
2
((u

n-
1
2)2-(u

n-
1
2

d )2,vdx)=0, (25)

其中ρn =ut(t
n-

1
2)-∂tun.在式(25)中,令vd =η

n-
1
2

d 可得:

 (∂tηn
d,η

n-
1
2

d )-(∂tξn
d,η

n-
1
2

d )+(ρn,η
n-

1
2

d )+ν(η
n-

1
2

dx ,η
n-

1
2

dx )-ν(ξ
n-

1
2

dx ,η
n-

1
2

dx )-

  μ(η
n-

1
2

dxx ,η
n-

1
2

dx )+μ(ξ
n-

1
2

dxx ,η
n-

1
2

dx )-
ε
2
((u

n-
1
2)2-(u

n-
1
2

d )2,η
n-

1
2

dx )=0.

再利用Young不等式和引理2可得:

 ηn
d

2- ηn-1
d

2+2kν η
n-

1
2

dx
2 ≤k ∂tξn

d
2+kηn-1

d
2+kνξ

n-
1
2

dx
2

 

+

  kνη
n-

1
2

dx
2+

Ckμ2

νh2 ξ
n-

1
2

dx
2+

kν
8 η

n-
1
2

dx
2+kρn 2

 

+

  kη
n-

1
2

d
2+

kν
8 η

n-
1
2

dx
2+

Ckε2

ν
(η

n-
1
2

d
2+ ξ

n-
1
2

d
2). (26)

对式(26)进行整理可得如下不等式:

 (1-Ck)ηn
d

2+
3kν
4 η

n-
1
2

dx
2 ≤ (1+Ck)ηn-1

d
2+k ∂tξn

d
2+

  kνξ
n-

1
2

dx
2+

Ckε2

νh2 ξ
n-

1
2

dx
2+kρn 2+

Ckε2

ν ξ
n-

1
2

d
2.

利用泰勒公式对ρn 进行计算可得 ρn 2 ≤Ck3∫
tn

tn-1

uttt(s)2ds.再结合引理2可得:

 (1-Ck)ηn
d

2+
3kν
16 ηn

dx
2 ≤ (1-Ck)ηn-1

d
2+2Ckηn-1

d
2+
3kν
16 ηn-1

dx
2+

  Ck(∂tξn
d

2+ ξn
d

2+ ξn-1
d

2+ ξn
dx

2+ ξn-1
dx

2)+

  Ckh-2 ξn
dx

2+h-2 ξn-1
dx

2+k3∫
tn

tn-1

uttt(s)2ds  .

将上式从n=1到N 求和可得:

 (1-Ck)ηN
d

2+
3νk
16 ηN

dx
2 ≤2Ck􀰐

N

n=1
ηn-1

d
2+Ckk3∫

tN

t0
uttt

2ds  +
  Ck(􀰐

N

n=1
∂tξn

d
2+􀰐

N

n=1
ξn

dx
2+h-2􀰐

N

n=1
ξn

dx
2+􀰐

N

n=1
ξn

d
2).

选择合适的k使1-Ck≥0,则有:

32
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 ηN
d

2+
3νk

16(1-Ck)ηN
dx

2 ≤
2Ck
1-Ck ηn-1

d
2+

Ck
1-Ck

(h-2􀰐
N

n=1
ξn

dx
2)

 

+

  Ck
1-Ckk3∫

tN

t0
uttt

2ds+􀰐
N

n=1
∂tξn

d
2+􀰐

N

n=1
ξn

dx
2+􀰐

N

n=1
ξn

d
2  . (27)

对式(27)应用引理3可得 ηN
d

2 +νkηN
dx

2 ≤C(h2r-2 +k4 + 􀰐
d

i=l+1
λi).由此根据 uN

h -uN
d ≤

uN -PduN + PduN -uN
d 的三角形不等式可知式(24)成立,证毕.
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