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摘要:
 

利用质量共振的性质、薛定谔方程的Strichartz估计、薛定谔算子的性质和先验估计的方法,讨论了一

类具有位势的二维三次非线性薛定谔系统的小初值问题.证明了该问题整体解的存在性、解的时间衰减估计,

并给出了解的长时间渐近行为.
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Abstract:
 

The
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initial
 

value
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class
 

of
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nonlinear
 

Schrödinger
 

systems
 

with
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is
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by
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is
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0 引言

本文考虑如下具有位势的非线性薛定谔系统的初值问题:

 
i∂tvj +

1
2mj

Δ-Vj(x)  vj =Fj v1,v2  ,
 

t,x  ∈(1,∞)×R2;

vj(1,x)=ϕj(x),
 

x∈R2.

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (1)

其中F1v1,v2  =v2
1
􀭵v2,

 

F2v1,v2  =􀭵v1v2
2,

 

vj t,x  是复值函数,Vj(x)是R2上的实值函数,􀭵vj 是vj

的复共轭,mj 是粒子质量,j=1,2.令Wj(x)=2mjVj(x),则由初值问题(1)可得:
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i∂tvj +

1
2mj

ΔWj
vj =Fj(v1,v2),

 

t,x  ∈(1,∞)×R2;

vj(1,x)=ϕj(x),
 

x∈R2.

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (2)

其中:ΔWj =Δ-Wj(x),
 

j=1,2;
 

F1v1,v2  =v2
1
􀭵v2,

 

F2v1,v2  =􀭵v1v2
2.为了研究初值问题(2)解的渐

近行为,本文假设:

(H1)
 

m1=m2;

(H2)
 

Wj(x)是 R2 上的实值函数,且Wj(x)∈C1 满足衰减估计 Wj(x)+ x·ㄠWj(x)≤
c
<x>β

,其中j=1,2,c>0,
 

β>3;

(H3)
 

Wj(x)是非负的;

(H4)零是一个正则点[1].
当Wj(x)≡0,j=1,2时,初值问题(2)可转化为:

 
i∂tvj +

1
2mj

Δvj =Fj(v1,v2),
 

t,x  ∈(1,∞)×R2;

vj(1,x)=ϕj(x),
 

x∈R2.

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (3)

其中F1v1,v2  =v2
1
􀭵v2,

 

F2v1,v2  =􀭵v1v2
2,

 

j=1,2.若在假设(H1)条件下,uj=
 

e
-itmjc

2

vj,
 

j=1,2,则

可将初值问题(3)看作是如下Klein-Gordon方程的非相对论极限[2]:

 1
2c2mj

∂2tuj -
1
2mj

Δuj +
mjc2

2 uj =-Fj u1,u2  ,
 

t,x  ∈(1,∞)×R2,

其中F1 u1,u2  =u2
1
􀭵u2,

 

F2 u1,u2  =􀭵u1u2
2,

 

j=1,2,
 

c是光速.
非线性薛定谔方程在非线性光学、等离子物理等领域均有重要的应用.近年来,带有位势函数的非

线性薛定谔方程初值问题解的渐近性质受到学者们的广泛关注,并获得了一些结果[3-4];但对带有位势

函数的二维非线性薛定谔方程初值问题解的渐近性质研究得较少.文献[1]的作者仅研究了不含粒子

质量、带有位势函数的二维非线性薛定谔方程初值问题.本文在系统质量共振的条件(H1)下证明薛定

谔系统的初值问题(2)整体解的存在性,并讨论解的长时间渐近行为.
本文中向量函数空间和标量函数空间使用相同的符号.对任意的1≤p≤∞,

 

Lp 表示R2上关于勒

贝格测度的p 方可积函数空间,‖‖Lp 表示Lp 上的范数.对任意m,s∈R,定义加权索伯列夫空间

Hm,s 如下:

 Hm,s = f= f1,f2  ∈S';f Hm,s =􀰐
2

j=1
fj Hm,s < ∞  ,

其中 fj Hm,s = (1+ x 2)
s
2(1-Δ)

m
2fj L2

,
 

j=1,2;S'是缓增广义函数空间.为表达方便,简记

Hm,0=Hm.对任意的s≥0,定义

 Ḣ0,s = f= f1,f2  ∈S';f Ḣ0,s =􀰐
2

j=1
fj Ḣ0,s < ∞  ,

其中 fj Ḣ0,s = x sfj L2
,

 

j=1,2.定义CI,Y  是区间I⊆R到巴拿赫空间Y 的连续函数空间.简

记Fj v1,v2  为Fj.若无特殊说明,始终假定空间维数为2.为方便行文,本文用字母C 表示正常数,且

C 在不同的地方表示不同的值.

1 预备知识

首先定义
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 Dαϕ  (x)=
1
iαϕ

x
α  , 

α≠0,
 

E(t)=
 

e
-
i
2t|ξ|

2

,
 

M(t)=
 

e
-
i
2t|x|2,

 

t≠0;

 JW
α(t)=M(-t)m -

t2

m2ΔW  α
2M(t)m,

 

ΔW =Δ-W(x),
 

m ≠0.

再令Uα(t)=F
 

-1E(t)αF
 

,其中Ff 是f 的Fourier变换,F
 

-1g 是g 的Fourier的逆变换,α≠0.
则当t≠0时,Uα(t)和Uα -t  可分别写成如下形式:

 Uα(t)ϕ  (x)=M(t)
-
1
αDαt F

 

M(t)
-
1
αϕ  (x),

 Uα -t  ϕ  (x)=M(t)
1
α F

 

-1D-1
αtM(t)

1
αϕ  (x),

并且有 J1
m

α(t)∶=U1
m
(t)x αU1

m
(-t)=M(-t)m -

t2

m2Δ  α
2M(t)m[5-8].

令[E,F]=EF-FE,并考虑如下两个引理:

引理1 设W(x)是R2上的实值函数,m∈R+,
 

α>0.令A(α)∶=α(-ΔW)
α
2+[x·ㄠ,(-ΔW)

α
2],

则下式成立:

 i∂t+
1
2mΔW,JW

α(t)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =
 

im-αtα-1M(-t)mA(α)M(t)m,
 

x∈R2.

引理2 设W(x)是R2上的实值函数,m∈R+,0<α<2.令U∶=2W +(x·ㄠW),则下式成立:

 A(α)=c(α)∫
∞

0
τ

α
2(τ-ΔW)-1U(τ-ΔW)-1dτ,

 

x∈R2,

其中c(α)-1=
 

∫
∞

0
τ

α
2-1(τ+1)-1dτ.

由于引理1和引理2的证明与文献[1]中的证明不同之处只在于本文引入了粒子质量m,需要考察

算子 JW
α(t)=M(-t)m -

t2

m2ΔW  α
2M(t)m 的性质,而文献[1]中考察的是算子 JV

s(t)=M(-

t)(-t2ΔV)
s
2M(t)的性质,故本文在此省略引理1和引理2的证明.

注1 通过引理1和引理2可知,若W(x)≡0,则A(α)≡0,且有 i∂t+
1
2mΔ

,J1
m

α􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ≡0成立.

设(p,q)为薛定谔容许对,满足1
p +

1
q =

1
2
,

 

p ≥2,
 

q ≥2,(p,q)≠ (2,∞),则有如下的

Strichartz估计:

引理3[1] 设W(x)满足条件(H2)—(H4).令a,b∈R,
 

C 是一个正常数,(p,q)和(r,k)是薛定

谔容许对,则可以得到:

 e
i
2mj

tΔW
f Lp(R;Lq)≤C f L2

,∀f∈L2;

 ∫
t

a
e

i
2mj

(t-τ)ΔW
F(s,·)ds

Lp([a,b];Lq)
≤C F Lr'([a,b];Lk')

,∀F∈L1
loc([a,b],L2)∩Lr'([a,b],Lk'),

其中mj ≠0,
 

j=1,2,
 1
r +

1
r'=1,

 1
k +

1
k'=1.

引理4[1] 设W(x)满足条件(H2)和(H3),C 是一个正常数,则可以得到如下估计:
(i)对于任意的1≤α<2,

 

0<σ<1,有

 (-ΔW)
α
2f-(-Δ)

α
2f L2 ≤C (-Δ)

α
2f

σ
α
L2 f

1-
σ
α

L2
; (4)

(ii)对于任意的α≥0,有

 (-Δ)
α
2f L2 ≤C (-ΔW)

α
2f L2

; (5)
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(iii)对于任意的1<α<2,有

 f L∞ ≤Ct-1 JW
α(t)f(t,·)

1
α
L2 f(t,·)

1-
1
α

L2 . (6)

引理5 设系统(2)满足质量共振条件(H1),Wj(x),j=1,2满足条件(H2)和(H3),C 是一个正

常数,则有:

 JW1
α(t)F1(v1,v2)L2 ≤Ct-2 JW

α(t)v
2
α+1

L2 + JW
α(t)v

2
α+

σ
α

L2 v
1-

σ
α

L2  v
2-
2
α

L2
,(7)

 JW2
α(t)F2(v1,v2)L2 ≤Ct-2 JW

α(t)v
2
α+1

L2 + JW
α(t)v

2
α+

σ
α

L2 v
1-

σ
α

L2  v
2-
2
α

L2 .(8)

其中F1v1,v2  =v2
1
􀭵v2,F2v1,v2  =􀭵v1v2

2,
 

JW
α(t)v L2∶=􀰐

2

j=1
JWj

α(t)vj L2
,1<α<2,0<

σ<1.

证明  利用 JWj

α(t)=M(-t)
mj -

t2

m2
j
ΔWj  α

2M(t)
mj 和质量共振条件(H1),有

 JWj

α(t)Fj(v1,v2)=M(-t)
mj -

t2

m2
j
ΔWj  α

2Fj(M
m1v1,M

m2v2).

在上式的基础上,应用引理4中的式(4)、式(6)以及条件(H1)可得:

 JW1
α(t)F1(v1,v2)L2 = -

t2

m2
1
ΔW1  α

2M(t)
m1v2

1
􀭵v2

L2
=

  -
t2

m2
1
ΔW1  α

2(M(t)
m1v1)2M(t)

m2v2
L2
≤C -

t2

m2
1
Δ  α

2(M(t)
m1v1)2M(t)

m2v2
L2

+ 
  -

t2

m2
1
Δ  α

2(M(t)
m1v1)2M(t)

m2v2

σ
α

L2
(M(t)

m1v1)2M(t)
m2v2

1-
σ
α

L2  ≤
  C v1

2
L∞ -

t2

m2
1
Δ  α

2M(t)
m2v2

L2
+C -

t2

m2
1
Δ  α

2M(t)
m1v1

L2
v1 L∞ v2 L∞ +

  C v1
2
L∞ -

t2

m2
1
Δ  α

2M(t)
m2v2

L2
+ -

t2

m2
1
Δ  α

2M(t)
m1v1

L2
v1 L∞ v2 L∞  σ

α ×

  (v1
2
L∞ v2 L2 + v1 L2 v1 L∞ v2 L∞

)1-
σ
α, (9)

其中1<α<2,
 

0<σ<1.为了方便引理5的以下证明,定义

 JW
α(t)v L2∶=􀰐

2

j=1
JWj

α(t)vj L2
, (10)

则应用式(5)、(6)、(9)和式(10)可得:

 JW1
α(t)F1(v1,v2)L2 ≤C v1

2
L∞ -

t2

m2
1
ΔW2  α

2M(t)
m2v2

L2
+

  C -
t2

m2
1
ΔW1  α

2M(t)
m1v1

L2
v1 L∞ v2 L∞ +C v1

2
L∞ -

t2

m2
1
ΔW2  α

2M(t)
m2v2

L2
+ 

  -
t2

m2
1
ΔW1  α

2M(t)
m1v1

L2
v1 L∞ v2 L∞ σ

α v1 2
L∞ v2 L2 + v1 L2 v1 L∞ v2 L∞  

1-
σ
α≤

  Ct-2 JW
α(t)v

2
α+1

L2 + JW
α(t)v

2
α+

σ
α

L2 v
1-

σ
α

L2  v
2-
2
α

L2
,

其中1<α<2,
 

0<σ<1.由以上知式(7)成立.通过类似的方法可得式(8)成立.证毕.

引理6[1] 设Wj(x)(j=1,2)满足条件(H2)和(H3),1≤q≤2,1<α<2,
1
q +

1
q'=1,C 是

一个正常数,则有 A(α)f Lq ≤C f Lq'.
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2 主要结果及其证明

定理1 设问题(2)满足质量共振条件(H1),Wj 满足条件(H2)—(H4),C 是一个正常数,并且

1<α<
4
3
,j=1,2,则当 ϕj Hα∩Ḣ0,α

充分小时,初值问题(2)存在唯一解 v1,v2  并满足:

 e
-i

t
2mj

ΔWjvj∈C [1,∞),Hα ∩H0,α  ,
 

j=1,2;

 v L∞ =􀰐
2

j=1
vj L∞ ≤Ct-1,

 

t≥1. (11)

另外,还存在(ψ1+,ψ2+)∈Hα ∩ Ḣ0,α 使得

 vj(t)-e
i t
2mj

ΔWjψj+ Hα∩H0,α →0,
 

t→+∞,
 

j=1,2. (12)

证明  定义如下的函数空间:

 XT = f=(f1,f2)∈C [1,T];S'  ; f XT = JW
α(t)f L∞([1,T];L2)+supt∈[1,T]

f Hα< ∞  ,

其中 f XT =􀰐
2

j=1
JWj

α(t)fj L∞([1,T];L2)+􀰐
2

j=1
sup

t∈[1,T]
fj Hα,

 

T >1,
 

1<α<
4
3.

利用压缩映射原理,容易证明初值问题(2)解的局部存在性,因此本文省略这部分的证明.将

JWj

α(t)(j=1,2)作用于方程(2)的两边,并应用引理1可得:

 i∂t+
1
2mj

ΔWj  JWj

α(t)vj = JWj

α(t)Fj(v1,v2)+im-α
jtα-1M(-t)

mjA α  M(t)
mjvj.

由上式可得:

 JWj

α(t)vj =
 

e
i
2mj

tΔWje
-
i
2mj

ΔWj JWj

α(1)ϕj(x)-i∫
t

1
e

i
2mj

(t-τ)Δ
 

Wj JWj

α(τ)Fj(v1,v2)dτ+

  m-α
j∫

t

1
e

i
2mj

(t-τ)Δ
 

Wjτα-1M(-τ)
mjA α  M(τ)

mjvj(τ)dτ. (13)

根据引理3和式(13)有:

 JWj

α(t)vj L∞([1,T];L2)≤C JWj

α(1)ϕj(x)L2 + 

  JWj

α(t)Fj(v1,v2)L1([1,T];L2)+ tα-1M(-t)
mjA α  M(t)

mjvj
L
p'1([1,T];L

q'1)
 , (14)

其中1
p1

+
1
q1

=
1
2
,

 1
p1

+
1
p'1

=1,
 1
q1

+
1

q'1
=1,

 

p1,q1  ≠ 2,∞  .

首先考虑 JWj

α(t)Fj(v1,v2)L1([1,T];L2)
,

 

j=1,2.应用引理5有:

 JWj

α(t)F1(v1,v2)L2 ≤

  Ct-2 JW
α(t)v

2
α+1

L2 + JW
α(t)v

2
α+

σ
α

L2 v
1-

σ
α

L2  v
2-
2
α

L2
,

 

j=1,2. (15)

其次估 计 tα-1M(-t)
mjA α  M(t)

mjvj
L
p'1([1,T];L

q'1)
.应 用 引 理 6 和 索 伯 列 夫 不 等 式 v

L
q1 ≤

C (-Δ)
α
2v

3
4
L2 v

1
4
L2
(0<α<

4
3
,q1=

8
4-3α

)可得:

 M(-t)
mjA(α)M(t)

mjvj
L
q'1 ≤C vj

L
q1 ≤C (-Δ)

α
2vj

3
4
L2 vj

1
4
L2 ≤

  C (-Δ)
α
2vj

3
4
L2 ϕj

1
4
L2
,

 

1<α<
4
3
, (16)

其中q1=
8

4-3α
.由式(10)、(16)可得:

 tα-1M(-t)
mjA α  M(t)

mjvj
L
p'1([1,T];L

q'1)
≤C ϕj

1
4
L2 t

α
4-1

JW
α(t)v

3
4
L2 L

p'1([1,T])
≤
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  C ϕj

1
4
L2 t

α
4-1

L
p'1([1,T])

JW
α(t)v L2

3
4
L∞([1,T])

,
 

1<α<
4
3
,

其中1
p1

+
1
p'1

=1,
 1
q1

+
1
q'1

=1,
 1
p1

+
1
q1

=
1
2

且1<q'1≤2.由于1
p'1

=
8-3α
8

,1<α <
4
3
,因此有

(α
4-1)p'1 +1=-

α
8-3α <

0,t
α
4-1

L
p'1([1,T])

≤C,由此可得:

 tα-1M(-t)
mjA α  M(t)

mjvj
L
p'1([1,T];L

q'1)
≤C ϕj

1
4
L2 JW

α(t)v L2

3
4
L∞([1,T]). (17)

由式(7)、(8)、(14)和式(17)可得:

 JWj

α(t)vj L∞([1,T];L2)≤C ϕj(x)Hα∩Ḣ0,α + ϕ(x)
2-
2
α

Hα∩Ḣ0,α JW
α(t)v

2
α+1

L∞([1,T];L2)  +

  C ϕ(x)
3-
2
α-

σ
α

Hα∩Ḣ0,α JW
α(t)v

2
α+

σ
α

L∞([1,T];L2)+C ϕj

1
4
Hα∩Ḣ0,α JW

α(t)v
3
4
L∞([1,T];L2). (18)

再由式(10)、(18)可得:

 JW
α(t)v L∞([1,T];L2)≤C ϕ(x)Hα∩Ḣ0,α + ϕ(x)

2-
2
α

Hα∩Ḣ0,α JW
α(t)v

2
α+1

L∞([1,T];L2)  +

  C ϕ(x)
3-
2
α-

σ
α

Hα∩Ḣ0,α JW
α(t)v

2
α+

σ
α

L∞([1,T];L2)+C ϕ(x)
1
4
Hα∩Ḣ0,α JW

α(t)v
3
4
L∞([1,T];L2)

,

其中1<α<
4
3
,

 

0<σ<1.由此可知若 ϕ(x)Hα∩Ḣ0,α
足够小就可以找到常数C1 >0,使得

 JW
α(t)v L∞([1,T];L2)≤C1 ϕ(x)Hα∩Ḣ0,α . (19)

应用类似上述的方法,可以找到常数C2 >0,使得

 v Hα ≤C2 ϕ(x)Hα∩Ḣ0,α . (20)

由式(19)、(20)可得初值问题(2)整体解的存在性.再由引理4中的式(6)即可得整体解的衰减估计式

(11)成立.令ψj+=
 

e
-
i
2mj

Δ
 

Wjϕj(x)-i∫
∞

1
e

-
i
2mj

τΔ
  

WjFj(v1,v2)dτ,
 

j=1,2.则有:

 vj -e
i
2mj

tΔ
 

Wjψj+=
 

i∫
∞

t
e

-
i
2mj

(t-τ)Δ
 

WjFj(v1,v2)dτ,
 

j=1,2.

基于上述应用Strichartz估计和类似初值问题(2)整体解衰减估计的证明即可得式(12)成立.证毕.
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