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摘要:
 

利用喷泉定理和 Hardy-Littlewood-Sobolev不等式证明了一类具有一般的次临界非线性项以及变号

位势函数的Choquard方程无穷多解的存在性.该结果将文献[16]中的关于Schrödinger方程的结论拓展到了

Choquard方程中.
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Abstract:
   

The
 

existence
 

of
 

infinitely
 

many
 

solutions
 

of
 

a
 

Choquard
 

type
 

equation
 

with
 

general
 

subcritical
 

nonlinearities
 

and
 

sign-changing
 

potential
 

is
 

proved
 

by
 

a
 

Fountain
 

theorem
 

and
 

the
 

Hardy-Littlewood-Sobolev
 

inequality.
 

This
 

result
 

extends
 

the
 

result
 

for
 

a
 

Schrödinger
 

equation
 

in
 

literature
 

[16]
 

to
 

a
 

Choquard
 

type
 

equation.
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0 引言

本文考虑如下Choquard类型方程:

 
-Δu+V(x)u=(Iα*F(x,u))f(x,u)+ u q-2u,

 

x∈RN ;

u∈H1(RN ). (1)

其中N ≥3,
 

α∈(0,N),
 

2<q<2* =
2N

N -2
,

 

Iα =Γ(
N -α
2

)/2απ
N
2Γ(α2

)x N-α  ,Γ为Gamma

函数,F(x,s)=
 

∫
s

0
f(x,t)dt.

Choquard类型方程有着重要的物理背景,如Pekar用方程

 
-Δu+u= Iα*u 2  u,

 

x∈RN ;

u∈H1(RN ) (2)

描述了极化子的量子理论[1],Choquard用方程(2)描述了电子阱模型[2],等等[3-4].但由于Choquard类

方程中存在卷积项,因此在研究该方程时存在很多困难.为此,学者们进行了较多探索.例如:1977年,
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Lieb利用变分方法讨论了方程(2)解的存在性[2];1980年,Lions证明了方程(2)存在无穷多解[5];2013

年,Moroz等证明了当把方程(2)中的非线性项的幂指数换成p(
N +α
N <p<

N +α
N -2

)时,方程的基态

解具有存在性、对称性、正则性与衰减性[6].
对于更一般的Choquard方程(1),当其不含有局部项 u q-2u时,Moroz等研究发现当f(x,u)不

依赖于x 且满足Berestychi-Lions条件时方程(1)存在基态解[7].Li等[8]和Alves等[9]研究发现当位势

函数为渐近周期函数和位势函数在无穷远处趋于0时,方程(1)存在正解.Zhang等研究发现当方程(1)

的系数为周期函数时存在无穷多解,而当系数为渐近周期函数时方程(1)存在基态解[10].2020年,Chen
等[11]探讨了方程(1)含次临界局部项时其基态解的存在性.本文在上述研究的基础上探讨方程(1)无穷

多解的存在性.本文假设V 和f 满足以下条件:

(V1)
 

V∈C(RN,R)且
 

inf
 

RNV(x)>-∞.
(V2)

 

对任意的a>0,
 

meas({x∈RN:V(x)≤a})<∞,其中meas(·)表示RN 上的Lebesgue测度.
(F1)

 

f∈C(RN+1,R),且对任意的(x,s)∈RN ×R,
 

f(x,-s)=-f(x,s).

(F2)
 

存在C1,C2 >0及p∈
N +α
N

,N +α
N -2  使得 f(x,s)≤C1 s

α
N +C2 s p-1,∀(x,s)∈

RN ×R.
(F3)

 

f(x,s)在R上关于s单调不减.
根据上述假设可得到如下定理:

定理1 假设(V1)—(V2)和(F1)—(F3)成立,则方程(1)存在无穷多解.
注1 以下的证明中,本文假设V 有正的下界.事实上,由于

 

inf
 

RNV(x)>-∞,因此存在L >0,

使得
 

inf
 

RNV(x)>-L.令V
~
(x)=V(x)+L,则方程(1)等价于

 
-Δu+V

~
(x)u=(Iα*F(x,u))f(x,u)+ u q-2u+Lu,

 

x∈RN ;

u∈H1(RN ). (3)

1 记号及引理

记 H = u∈H1(RN ):∫RN
(೴u 2+V(x)u2)dx <+∞  ,并定义范数 u =(∫RN

(೴u 2 +

V(x)u2)dx)
1
2.其中,H 是一个Hilbert空间,范数 · 是H1(RN )中的一个等价范数.为证明系统(1)

在 H 中存在无穷多解,首先定义泛函Eη(u):H �
  

R为:

 Eη(u)=
1
2∫RN

(೴u 2+V(x)u2)dx-η
2∫RN

(Iα*F(x,u))F(x,u)dx-

  η
q∫RN u qdx=P(u)-ηQ(u). (4)

其中P(u)=
1
2∫RN

(೴u 2+V(x)u2)dx,
 

Q(u)=
1
2∫RN

(Iα*F(x,u))F(x,u)dx+
1
q∫RN u qdx.

由式(4)可知,Eη(u)∈C1(H,R),且

 Eη'(u)v=∫RN
(೴u೴v+V(x)uv)dx-η∫RN

(Iα*F(x,u))f(x,u)vdx-η∫RN u q-1vdx.

因此,当η=1时泛函Eη(u)的临界点等价于系统(1)的解.

为了简便,本文用 u p 表示u在Lp(RN )中的范数,即 u p =∫RN u pdx  
1
p,用Ci(i=1,2,3,4)
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表示正常数,用on(1)表示n→ ∞ 时的无穷小.

引理1[12](Hardy-Littlewood-Sobolev不等式) 令μ,ν>1,
 

α∈(0,N)满足
 1
μ
+
1
ν =1+

α
N
,

 

g∈Lμ(RN ),
 

f∈Lν(RN ),则∫RN
(Iα*f)gdx ≤ f μ g ν.

引理2[13] 假设(V2)成立,则当2≤p<2*时,H ⊂Lp(RN )是紧嵌入.
引理3 若(F1)和(F3)成立,则对任意的u∈H\{0},t≥0,有

 Eη(u)≥Eη(tu)+
1-t2

2 Eη'(u)u. (5)

证明  以下采用文献[9]中引理2.2的方法证明引理3.首先证明 ∀x∈RN,
 

s1,s2∈R,
 

t≥0,

 ψ(x,s1,s2,t)=F(x,ts1)F(x,ts2)-F(x,s1)F(x,s2)+

  1-t2

2 F(x,s1)f(x,s2)s2+F(x,s2)f(x,s1)s1  ≥0. (6)

由(F1)和(F3)可得f(x,0)=0,
 

f(x,s)s-F(x,s)≥0.因此,当t=0时式(6)成立,且F(x,s)
s

在

s∈(-∞,0)∪ (0,+∞)上关于s单调不减.于是有 ∀x∈RN,
 

s1,s2∈R,
 

 ∂ψ∂t=ts1s2 f(x,ts1)
F(x,ts2)

ts2
+f(x,ts2)

F(x,ts1)
ts1

-f(x,s1)
F(x,s2)

s2
-f(x,s2)

F(x,s1)
s1  

  
≤0,

 

t∈(0,1);

≥0,
 

t∈[1,+∞), 
即:

 ∂ψ
∂t≤0

,
 

t∈(0,1);
 ∂ψ
∂t≥0

,
 

t∈[1,+∞).于是有ψ(x,s1,s2,t)≥ψ(x,s1,s2,1)=0,∀x∈RN,
 

s1,s2∈R,
 

t≥0,由此表明式(6)成立.
由式(4)可得

 Eη(u)-Eη(tu)=
1-t2

2 u 2+η(tq -1)

q ∫RN u qdx+

  12η∫RN
(Iα*F(x,tu))F(x,tu)-(Iα*F(x,u))F(x,u)  dx=

  1-t2

2 Eη'(u)u+η(2tq -2+q-qt2)
2q ∫RN u qdx+

  12η∫RN
(Iα*F(x,tu))F(x,tu)-(Iα*F(x,u))F(x,u)  dx+

  η(1-t2)
2 ∫RN

(Iα*F(x,u))f(x,u)udx. (7)

令g(t)=2tq -2+q-qt2,于是有g'(t)=2qt(tq-2-1).显然g'(t)≤0,∀t∈[0,1];
 

g'(t)>0,

∀t∈(1,+∞).于是可得

 g(t)=2tq -2+q-qt2 ≥g(1)=0. (8)

另外,由于∫RN
(Iα*F(x,u))f(x,u)udx=

1
2∫RN

(Iα*F(x,u))f(x,u)udx+
1
2∫RN

(Iα*f(x,u)u)
 

·

F(x,u)dx,因此利用引理3可得

 ∫RN
(Iα*F(x,tu))F(x,tu)-(Iα*F(x,u))F(x,u)  dx+

  (1-t2)∫RN
(Iα*F(x,u))f(x,u)udx ≥0. (9)

202
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由式(7)—(9)可得式(5)成立.证毕.
令{ej:j∈N}是 H 中的一组正交基,Xj =span{ej},∀j∈N,则H =

 

􀱇j∈NXj.记Yk =
 

􀱇k
j=1Xj,

 

Zk =
 

􀱇∞
j=kXj,则Yk 是有限维的.本文采用Zou的喷泉定理[14](以下简称喷泉定理)证明定理1.

定理2(喷泉定理) 假设泛函Eη 满足以下条件:

1)
 

∀(η,u)∈[1,2]×H,
 

Eη(-u)=Eη(u),
 

Eη 将H 中的有界集映射到R中的有界集;

2)
 

∀u∈H,
 

Q(u)≥0,且当 u → ∞ 时有P(u)→ ∞ 或Q(u)→ ∞;

3)
 

存在Rk >rk >0,使得对所有的η∈[1,2],
 

 ck(η)= inf
 

u∈Zk, u =rk
Eη(u)>dk(η)= inf

 

u∈Yk, u =Rk
Eη(u):

则 ∀η∈[1,2],
 

ck(η)≤βk(η)=
 

inf
 

φ∈Γk
max

 

u∈Ak
Eη(φ(u)),其中Ak = u∈Yk:u ≤Rk  ,

 

Γk ={φ∈

C(Ak,H):φ(-u)=-φ(u),φ ∂Ak =id}.对η∈[1,2],存在序列{uk
n(η)}∞n=1使得sup

 

n
uk

n(η)< ∞,

且当n→ ∞ 时有Eη'(u
k
n(η))→0,

 

Eη(u
k
n(η))→βk(η).

2 定理1的证明

引理4 若(V1)—(V2)和(F1)—(F2)成立,则存在序列 rk  使得当k→ ∞ 时,rk → ∞ 且

 ck(η)=
 

inf
 

u∈Zk, u =rk
Eη(u)≥

r2k
4 >0

,∀k>0.

证明  由引理2和文献[15]中的引理3.8可得,当2≤l<2*时,有

 γk(l)= sup
 

u∈Zk, u =1
u l →0,

 

k→ ∞. (10)

由条件(F1)和(F2)可得 F(x,u)≤C1 u
N+α
N +C2 u p.结合引理1可得

 ∫RN
(Iα*F(x,u))F(x,u)dx ≤∫RN C1 u

N+α
N +C2 u p  

2N
N+αdx  

N+α
N
≤

  C3 u
2(N+α)

N
2 +C4 u 2p

2Np
N+α

.

再由式(4)和式(10)可得,∀u∈Zk,

 Eη(u)=
1
2 u 2-

1
2η∫RN

(Iα*F(x,u))F(x,u)dx-η
q∫RN u qdx ≥

  12 u 2- C3γ
2(N+α)

N
k (2)u

2(N+α)
N +C4γ2p

k (
2Np
N +α

)u 2p  -2γ
q
k

q
u q. (11)

取rk = min
1

12C3γ
2(N+α)

N
k (2)  

N
2α

,12
1

6C4γ2p
k (
2Np
N+α

)  
1

2p-2

, q
24γq

k(q)  
1

q-2  ,则由ck(η)的定义和式(11)

可得ck(η)≥
r2k
4 >0

,再由式(10)可得当k→ ∞ 时rk → ∞.证毕.

引理5 若(V1)—(V2)和(F1)—(F3)成立,则对于引理4中的 rk  ,存在Rk >rk 使得

 dk(η)= inf
 

u∈Yk, u =Rk
Eη(u)<0,

 

∀k>0.

证明  由于Yk 是有限维的,所以由文献[16]中的引理2.6可知存在δk >0使得m(Ωk)≥δk,

∀u∈Yk,
 

u≠0,其中m(Ωk)= x∈RN :u(x)≥δk u  .因为q>2,所以对于所有的k>0及

任意的M >2,存在sk >0使得 u q ≥
Mq
δ3

k
u 2,∀ u ≥sk.由此有 ∀u∈Yk,u ≥

sk

δk
,

 Eη(u)=
1
2 u 2-

1
2η∫RN

(Iα*F(x,u))F(x,u)dx-η
q∫RN u qdx ≤

302



延边大学学报(自然科学版) 第47卷 

  12 u 2-
1
q∫Ωk

u qdx ≤
1
2 u 2-

1
q
δk

Mq
δ3

k
u 2=- M -

1
2  u 2. (12)

取Rk ≥maxsk,
sk

δk  ,则由式(12)和M >2可得引理5成立.

定理1的证明 由引理4和引理5知Eη(u)满足定理2(喷泉定理)的条件3),由假设(V1)—(V2)
和(F1)—(F3)知Eη(u)满足喷泉定理的条件1)和2).进而可知对所有的k>0和η∈[1,2]存在一个

序列 uk
n(η)  ,使得当n→ ∞ 时有

 sup
 

n
uk

n(η)  < ∞,
 

Eη'(u
k
n(η))→0,

 

Eη(u
k
n(η))

 

→βk(η)≥ck(η). (13)

其中βk(η)=
 

inf
 

φ∈Γk
max

 

u∈Ak
Eη(φ(u)),

 

Ak= u∈Yk:u ≤Rk  ,
 

Γk={φ∈C(Ak,H):φ(-u)=-φ(u),

φ ∂Ak=id}.因此对每个k>0可以选取ηm →1和其对应的序列 uk
n(ηm)  ,使得sup

 

n
uk

n(ηm)  < ∞,
 

Eηm'
 

(uk
n(ηm))→0.

下面先证明

 uk
n(ηm)→uk

m∈H,∀m∈N,
 

k>0. (14)

事实上,对每个ηm,由sup
 

n
uk

n(ηm)  < ∞ 知 uk
n(ηm)  在 H 上有弱收敛的子列.记弱收敛子列仍为

uk
n(ηm).根据引理2可设当n→ ∞ 时对 ∀m∈N,

  

k>0有:在H 上uk
n(ηm)弱收敛到uk

m;在Lp(RN )

(2≤p<2*)上,uk
n(ηm)→uk

m;在RN 上,uk
n(ηm)几乎处处收敛到uk

m.于是有Eηm'
 

(uk
m)=0和

 ∫RN uk
n(ηm)qdx →∫RN uk

m|qdx,
 

n→ ∞. (15)

由式(15)、条件(F2)、引理1和Lebesgue控制收敛定理可得,当n→ ∞ 时有

 ∫RN
(Iα*F(x,uk

n(ηm)))F(x,uk
n(ηm))dx →∫RN

(Iα*F(x,uk
m))F(x,uk

m)dx. (16)

再结合式(13)、式(15)和Eηm'
 

(uk
m)=0可得式(14)成立.

由引理4、式(13)以及Eηm
(uk

m)的表达式可得:

 Eηm
(uk

m)∈[
r2k
4
,􀭰βk],其中􀭰βk =

 

max
u∈Ak

E1(u). (17)

下证对任意的k>0,uk
m  是有界的.假设 uk

m →∞,并取vk
m =

uk
m

uk
m

,则由此可得 vk
m =1.不妨

设vk
m⇀vk,由此可断定vk =0,否则

 0=
 

lim
 

sup
 

m→∞

Eη(u
k
m)

uk
m

2 ≤
1
2- η

q uk
m

2∫RN u qdx=
1
2-

η uk
m

q-2

q ∫RN vk
m

qdx →
 

-∞.

因上式左右两侧矛盾,所以vk=0.于是,由引理2可得∫RN vk
m

ldx→0,∀2≤l<2*.再根据条件(F2)

可得∫RN
(Iα*F(x,uk

m))F(x,uk
m)dx →0.于是,对任意的bk >0有

 ∫RN
(Iα*F(x,bkuk

m))F(x,bkuk
m)dx →0. (18)

由条件(F3)可得f(x,u)u-F(x,u)>0,进而有

 􀭰βk+o(1)≥Eηm
(uk

m)-
1
2Eηm'

 

(uk
m)=

1
2ηm

 ∫RN
(Iα*F(x,uk

m))(f(x,uk
m)uk

m -

  F(x,uk
m))dx+(

1
2-

1
q
)ηm∫RN uk

m
qdx ≥ (

1
2-

1
q
)ηm∫RN uk

m
qdx, (19)

即∫RN uk
m

qdx 是有界的.取bk =2 􀭰βk +1,
 

tmk =
bk

uk
m

,于是由式(4)、式(18)和式(19)可得

402



 第3期 伍慧玲:一类Choquard方程的无穷多解

 Eηm
(tmkuk

m)=Eηm
(bkvk

m)=
1
2b

2
k +om(1)-

bq
k

‖uk
m‖q∫RN uk

m
qdx=

  12b
2
k +om(1)=2(􀭰βk +1)+om(1). (20)

由式(17)、式(20)和引理3可得

 􀭰βk ≥Eηm
(uk

m)≥Eηm
(tmkuk

m)+
1-t2

2 Eηm'
 

(uk
m)≥Eηm

(tmkuk
m)+o(1)=2(􀭰βk +1)+o(1).

上式左右两侧矛盾,因此 uk
m  是有界的.再由式(14)的证明过程可知 uk

m  存在强收敛子列.设uk
m →

uk
0,由此可得E1'(uk

0)=0,
 

E1(uk
0)≥

r2k
4
,即uk

0 是方程(1)的解,且E1(uk
0)≥

r2k
4 →∞

(k→∞).定理1

证毕.
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