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摘要:
 

通过在[0,1)3上引入一个实连续函数φ*,在乘积度量空间上得到满足C* 压缩条件的映射具有唯一不

动点的存在性定理.该结果在乘积度量空间上推广和改进了Banach型不动点定理、Chaterjia型不动点定理、

Banach-Chaterjia型不动点定理及其推广的不动点定理.
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Abstract:
 

By
 

introducing
 

a
 

real
 

continuous
 

function
 

φ*
 

on
 

[0,1)3
 

,
  

the
 

existence
 

theorem
 

of
 

unique
 

fixed
 

points
 

for
 

mappings
 

satisfying
 

C*-contractive
 

condition
 

on
 

multiplicative
 

metric
 

spaces
 

is
 

obtained.
 

The
 

results
  

gener-
alize

 

and
 

improve
 

Banach
 

type
 

fixed
 

theorem,
 

Chaterjia
 

type
 

fixed
 

point
 

theorem,
 

Banach-Chaterjia
 

type
 

fixed
 

point
 

theorem
 

and
 

the
 

generalized
 

fixed
 

point
 

theorems
 

on
 

multiplicative
 

metric
 

spaces.
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  2008年,Bashirov等[1]首次提出了乘积度量空间的概念,并研究了该空间上的一些基本性质.随

后,Florack等[2]和Bashirov等[3]对乘积度量空间的性质做了进一步研究.2012年,Özavsar等[4]在乘

积度量空间上引进了如下乘积压缩映射的概念,并给出了若干个乘积压缩映射的不动点存在定理.
设(X,d)是乘积度量空间,称映射f:X →X 为乘积压缩映射[4]是指存在λ∈[0,1)使得

 d(fx,fy)≤ d(x,y)  λ,∀x,y∈X. (1)

文献[4]还给出了如下形式的乘积度量空间上Banach型不动点定理.
定理1 完备的乘积度量空间(X,d)上的任何乘积压缩映射f 必有唯一不动点.
在文献[4]研究的基础上,文献[5-8]的作者通过引进五元实函数并利用弱交换性、弱相容性等条

件给出了乘积度量空间上的4个映射的公共不动点存在性定理,这些结果很好地推广了乘积度量空间

上(公共)不动点定理.
显然,定理1是完备实度量空间上Banach不动点定理[9]在乘积度量空间上的表现形式.在乘积度
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量空间上称具有如下条件

 d(fx,fy)≤ d(x,fy)d(y,fx)  λ,∀x,y∈X (2)

的f 为Chaterjia型压缩映射,其中λ∈[0,
1
2
).

显然,如下条件

 d(fx,fy)≤ [d(x,y)]α[d(x,fy)]β[d(y,fx)]γ,∀x,y∈X (3)

是式(1)和式(2)的推广形式,其中α,β,γ≥0,α+2max{β,γ}<1.
称满足式(3)的映射f 为Banach-Chaterjia型压缩映射.文献[10]的作者引进了如下一个函数类:

γ∈Γ,当且仅当γ:[1,+∞)3 → [1,+∞)满足:①γ 关于每个变量是连续的且单调递增的;② 存在

k∈[0,1)使得当x,y≥1且x≤γ(y,xy,1)或x≤γ(y,1,xy)时成立x≤yk.同时文献[10]的作

者还给出了在乘积度量空间上满足γ 隐式压缩条件映射的唯一不动点存在性定理(定理2和定理3):

定理2 设(X,d)是完备的乘积度量空间,且f:X →X 为映射.如果存在γ∈Γ使得d(fx,fy)≤
γ(d(x,y),d(x,fy),d(y,fx)),∀x,y∈X,则f 在X 中存在不动点.进一步,如果γ 满足对任何

x >1,x >γ(x,x,x),则f 有唯一不动点.
定理3 设(X,d)是完备的乘积度量空间,且f:X →X 为映射.如果f满足条件式(3),则f在X

存在唯一不动点.
文献[10]中指出定理3是定理2在极特殊下的结果.显然,定理3推广和改进了Banach型定理(定

理1)及Chaterjia不动点定理在乘积度量空间上的变形结果.本文利用连续函数φ*控制映射的压缩条

件使定理3成立的条件放宽至α+2max{β,γ}≤1.
定义1[1] 设X 是非空集合,称映射d:X×X→[0,+∞)是X 上的乘积度量是指d满足如下条件:

(i)对任何x,y∈X,
 

d(x,y)≥1,且d(x,y)=1⇔x=y;
(ii)对任何x,y∈X,

 

d(x,y)=d(y,x);
(iii)对任何x,y,z∈X,

 

d(x,z)=d(x,y)d(y,z).
如果X 和d 满足上述条件,则称(X,d)为乘积度量空间.

例1[6] 设X =R并定义d(x,y)=e x-y ,∀x,y∈X,则(X,d)是乘积度量空间.
定义2[1] 设(X,d)是乘积度量空间,xn  是X 中的序列且x∈X.若对任何积性开球Bε(x)=

{y∈X:d(x,y)<ε},ε>1,存在自然数N,且当n>N 时xn∈Bε(x)成立,则称序列 xn  乘积收

敛于x∈X,并记为xn →x(n→ ∞).
引理1[4] 设(X,d)是乘积度量空间,xn  是X 中的序列且x∈X,则

 xn →x(n→ ∞)⇔d(xn,x)→1(n→ ∞).
定义3[4] 设(X,d)是乘积度量空间,xn  是X 中的序列.若对任何ε>1,存在自然数N 使得n,

m >N 时成立d(xn,xm)<ε,则称序列 xn  为乘积柯西序列.
引理2[4] 设(X,d)是乘积度量空间,xn  是X 中的序列,则 xn  是乘积柯西序列当且仅当

d(xn,xm)→1(m,n→ ∞).
定义4[4] 如果乘积度量空间(X,d)中的每个乘积柯西序列都是乘积收敛的,则称(X,d)是完备的.
引理3[4] 设(X,d)是乘积度量空间,xn  和 yn  是X 中的两个序列且x,y∈X,则

 xn →x,yn →y(n→ ∞)
 

⇒
 

d(xn,yn)→d(x,y)(n→ ∞).
定义5 函数φ*:[1,∞)3 → [1,∞)是连续函数,且满足φ*(x,y,z)=1⇔x=y=z=1.
例2 φ*

1(x,y,z)=xpyqzr,∀x,y,z≥1;φ*
2(x,y,z)= max{x,y,z}k,∀x,y,z≥1;φ*

3(x,y,z)=

xp +yq +zr

3
,∀x,y,z≥1.其中p、q、r和k都是正数,且均满足定义5中的函数.
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定理4 设(X,d)是完备的乘积度量空间,f:X →X 为映射.如果对任何x,y∈X,

 d(fx,fy)≤
[d(x,y)]α[d(x,fy)]β[d(y,fx)]γ

φ*(d(x,y),d(x,fy),d(y,fx))
, (4)

其中α、β、γ 是3个实数,使得α+min{β,γ}≥0且α+2max{β,γ}≤1,则f 在X 中存在唯一不动

点,且称满足式(4)的f 为C* 压缩映射.
证明  任取x0∈X,并根据xn+1=fxn,∀n=0,1,2,…构造一个序列 xn  .由给定的α、β、γ 条

件可得0≤α+min{β,γ}≤α+β≤1-β和0≤α+min{β,γ}≤α+γ≤1-γ,因此β≤1和
 

γ≤1.
如果α+β=0,则根据式(4)知对任何n=0,1,2,…,有

 d(fxn,fxn+1)≤
[d(xn,xn+1)]α[d(xn,fxn+1)]β[d(xn+1,fxn)]γ

φ*(d(xn,xn+1),d(xn,fxn+1),d(xn+1,fxn))
. (5)

整理式(5)并利用定义1中的条件(iii)可得

 d(xn+1,xn+2)≤
[d(xn,xn+1)]α[d(xn,xn+1)d(xn+1,xn+2)]β

φ*(d(xn,xn+1),d(xn,xn+2),1)
=

  
[d(xn+1,xn+2)]β

φ*(d(xn,xn+1),d(xn,xn+2),1)
. (6)

如果存在某自然数N 使得φ*(d(xN,xN+1),d(xN,xN+2),1)≠1,则由式(6)和β≤1可得d(xN+1,

xN+2)<[d(xN+1,xN+2)]β≤d(xN+1,xN+2),矛盾.于是对任何的n=0,1,2,…,有φ*(d(xn,xn+1),

d(xn,xn+2),1)=1.根据φ*的性质可知xn =xn+1=fxn,该结果表明f 有不动点xn.为方便,本文将

xn 记为x*.若y*也是f 的不动点,则根据式(4)可得:

 d(fx*,fy*)≤
[d(x*,y*)]α[d(x*,fy*)]β[d(y*,fx*)]γ

φ*(d(x*,y*),d(x*,fy*),d(y*,fx*)) .

整理上式并利用α+β=0、γ≤1以及φ*的性质可得:

 d(x*,y*)≤
d(y*,x*)

φ*(d(x*,y*),d(x*,y*),d(y*,x*))≤d(x*,y*).

由上式可知必有φ*(d(x*,y*),d(x*,y*),d(y*,x*))=1.再根据φ*的性质可得d(y*,x*)=1,由此表

明y*=x*是f 的唯一不动点.

若α+β>0,则β<1,于是可由α+2max{β,γ}≤1可推出
 α+β
1-β

∈(0,1].根据式(4)知,对任

何的n=0,1,2,…,式(5)仍成立.再利用定义1中的条件(iii)和φ*的性质整理式(5)可得:

d(xn+1,xn+2)≤
[d(xn,xn+1)]α+β[d(xn+1,xn+2)]β

φ*(d(xn,xn+1),d(xn,xn+2),1)
≤ [d(xn,xn+1)]α+β[d(xn+1,xn+2)]β.(7)

由式(7)可得d(xn+1,xn+2)≤[d(xn,xn+1)]
α+β
1-β ≤d(xn,xn+1).该结果表明{d(xn,xn+1)}∞n=0是单调

递减且有下界1的数列,进而知存在u≥1使得

 lim
n→∞

d(xn,xn+1)=u. (8)

根据φ*的性质和u 的定义以及式(5)易得uα+2β ≤u ≤d(xn+1,xn+2)≤ [d(xn,xn+1)]α[d(xn,

xn+2)]β ≤ [d(xn,xn+1)]α+β[d(xn+1,xn+2)]β.对上式取n→ ∞,并根据式(8)可得

 lim
n→∞

d(xn,xn+2)=u2. (9)

对式(7)取n→ ∞,并根据式(8)、(9)和φ*的性质可得uα+2β ≤u≤
uα+2β

φ*(u,u2,1)
≤uα+2β.由该式可知

必有φ*(u,u2,1)=1,于是根据φ*的性质可得u=1.
假设 xn  不是乘积柯西序列,则存在实数ε(ε>1)使得对任意自然数k存在两个自然数m(k)和
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n(k)(m(k)>n(k)),且满足

 d(xm(k),xn(k))>ε,
 

d(xm(k)-1,xn(k))≤ε. (10)

由式(10)和定义1中的条件(iii)可得ε <d(xm(k),xn(k))≤d(xm(k),xm(k)-1)d(xm(k)-1,xn(k))≤
εd(xm(k),xm(k)-1),对上式取k→ ∞,并根据u=1可得

 lim
k→∞

d(xm(k),xn(k))=
 

lim
k→∞

d(xm(k)-1,xn(k))=ε. (11)

再根据定义1中的条件(iii)可得:

 
d(xm(k),xn(k))

d(xm(k)+1,xm(k))
≤d(xm(k)+1,xn(k))≤d(xm(k)+1,xm(k))d(xm(k),xn(k)); (12)

 
d(xm(k),xn(k))
d(xn(k)+1,xn(k))

≤d(xm(k),xn(k)+1)≤d(xm(k),xn(k))d(xn(k),xn(k)+1). (13)

在式(12)和式(13)的两边取k→ ∞,则根据u=1和式(11)可得:

 lim
k→∞

d(xm(k)+1,xn(k))=
 

lim
k→∞

d(xm(k),xn(k)+1)=ε. (14)

类似地,根据u=1和式(14)以及
 d(xm(k)+1,xn(k))
d(xn(k)+1,xn(k))

≤d(xm(k)+1,xn(k)+1)≤d(xm(k)+1,xn(k))d(xn(k),

xn(k)+1)可得

 lim
k→∞

d(xm(k)+1,xn(k)+1)=ε. (15)

由式(4)知对任何的k=0,1,2,…,有

 d(fxm(k),fxn(k))≤
[d(xm(k),xn(k))]α[d(xm(k),fxn(k))]β[d(xn(k),fxm(k))]γ

φ*(d(xm(k),xn(k)),d(xm(k),fxn(k)),d(xn(k),fxm(k)))
.

对上式两边取k→ ∞,并结合式(11)、式(14)、式(15)以及φ*的性质可得:

 ε≤
εα+β+γ

φ*(ε,ε,ε)
≤

ε
φ*(ε,ε,ε)

≤ε.

由上式可知φ*(ε,ε,ε)=1,于是可得ε=1,矛盾,因此 xn  是乘积柯西序列.根据(X,d)的完备性可

知,存在x*∈X 使得d(xn,x*)→1(n→ ∞).于是再根据式(4)可得:

 d(fx*,fxn)≤
[d(x*,xn)]α[d(x*,fxn)]β[d(xn,fx*)]γ

φ*(d(x*,xn),d(x*,fxn),d(xn,fx*)) .

整理上式并取n→ ∞ 可得:

 d(fx*,x*)≤
[d(x*,fx*)]γ

φ*(1,1,d(x*,fx*))≤
d(x*,fx*)

φ*(1,1,d(x*,fx*))≤d(x*,fx*).

由上式可知必有φ*(1,1,d(x*,fx*))=1,于是根据φ*的性质可得d(x*,fx*)=1,即x*=fx*.该结

果说明x*是f 的一个不动点.如果y*也是f 的一个不动点,则根据式(4)可得:

 d(x*,y*)=d(fx*,fy*)≤
[d(x*,y*)]α[d(x*,fy*)]β[d(y*,fx*)]γ

φ*(d(x*,y*),d(x*,fy*),d(y*,fx*)) ≤

  
[d(x*,y*)]α+β+γ

φ*(d(x*,y*),d(x*,y*),d(y*,x*))≤
d(x*,y*)

φ*(d(x*,y*),d(x*,y*),d(y*,x*))≤d(x*,y*).

由上式可知必有φ*(d(x*,y*),d(x*,y*),d(x*,y*))=1,于是有d(x*,y*)=1,即x*=y*.该结果说

明f 有唯一不动点x*.
注1 在定理3中要求α、β、γ满足α,β,γ≥0,

 

α+2max{β,γ}<1,但在定理4中利用连续函数

φ*限制压缩条件后就可将定理3中的α、β、γ 的条件放宽至α+min{β,γ}≥0,α+2max{β,γ}≤1,
且不要求α、β、γ一定是非负的.因此定理4较好地推广和改进了定理3,特别是把“小于1”放宽至“小于

等于1”.
(下转第199页)
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 ϕp

(1-λ)[α]qΓq(α)

((1-λ)[α]q +λ)(1-q)􀰐
∞

n=0

(1-q)(α)qn  1
(1-bp-1)Γq(β+1)  

-1

≈0.4614.

由以上显然可得:

 0<L ≤ϕp

(1-λ)[α]qΓq(α)

((1-λ)[α]q +λ)(1-q)􀰐
∞

n=0

(1-q)(α)qn  1
(1-bp-1)Γq(β+1)  

-1

.

再由定理1可知,边值问题(7)至少存在一个解.
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