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摘要:
 

基于Chua混沌电路和三次光滑忆阻器模型,提出了一种新型忆阻混沌电路.该电路由2个电感、2个电

容、1个忆阻器和1个电阻组成.利用分岔图、Lyapunov指数、相图、Poincaré截面图和Simulink仿真对电路进

行分析表明,该电路具有混沌特性.该研究结果可为混沌动力学的研究和混沌保密通信的应用提供理论参考.
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Abstract:
 

Based
 

on
 

the
 

Chua
 

chaotic
 

circuit
 

and
 

the
 

cubic
 

smooth
 

memristor
 

model,
 

a
 

new
 

type
 

of
 

memristive
 

chaotic
 

circuit
 

is
 

proposed,
 

which
 

consists
 

of
 

two
 

inductors,
 

two
 

capacitors,
 

one
 

memristor
 

and
 

one
 

resist-
ance.

 

Analysis
 

of
 

the
 

circuit
 

using
 

bifurcation
 

diagram,
 

Lyapunov
 

exponent,
 

phase
 

diagram,
 

Poincaré
 

cross-
section

 

diagram
 

and
 

Simulink
 

simulation
 

shows
 

that
 

the
 

circuit
 

has
 

chaotic
 

characteristics.
  

The
 

research
 

results
 

can
 

provide
 

a
 

theoretical
 

reference
 

for
 

the
 

study
 

of
 

chaotic
 

dynamics
 

and
 

the
 

application
 

of
 

chaotic
 

secure
 

com-
munication.
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  忆阻器是一种表示磁通与电荷关系的电路器

件.由于忆阻器具有记忆功能,且体积小、功耗

低[1-3],因此其在保密通信、非易失性存储器、电路

设计和人工神经网络等领域得到了广泛应用[4-7].
近年来,一些学者将忆阻器应用到混沌电路设计

中.例如:吴淑花等利用两个荷控忆阻器模型设计

了一个最简五阶混沌电路,并利用常规动力学分

析方法研究了该电路的基本动力学特性[8].王振

等提出了一种基于双忆阻器的文氏桥混沌电路,

研究显示该电路的稳定性与非零特征根和零特征

根密切相关[9].陈菊芳等利用RC单T选频网络

设计了一种并联型忆阻混沌电路和一种串联型忆

阻混沌电路,并分析了其动力学行为[10].基于上

述研究,本文构建了一种新型磁控五阶忆阻混沌

电路,并通过理论推导、数值仿真、Lyapunov指数

谱、分岔图、相图和Poincaré截面图等分析了该

电路的动力学特性.

1 磁控忆阻器五阶混沌电路的设计

本文基于经典的Chua电路,用三次型非线
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性磁控忆阻器代替Chua电路中的Chua二极管,

用电感代替Chua电路中的电阻,并将Chua电路

中的电感串联成一个电阻.由此得到的五阶磁控

忆阻器的电路如图1所示.图1中各元件对应的

5个状态变量分别为i1、i2、v1、v2、W(φ).
选取三次非线性磁控忆阻模型作为一个二端

口元件,磁控忆阻模型用方程可表示为q(φ)=
αφ+βφ3,端口伏安特性(电压与电流的关系)的

表达式为U=
 i
W(φ)

,其中W(φ)为忆导,φ为忆

阻器内部状态变量.磁控忆导模型的表达式为:

W(φ)=
dq(φ)
dφ

=α+3βφ2, (1)

其中α和β为常量.
根据基尔霍夫电压定律(KVL)和基尔霍夫

电流定律(KCL)以及各元件的伏安特性关系,可
得到如下五阶忆阻混沌电路的状态方程:

dv1

dt =
1
C1

i1-W(φ)v1  ,

dv2

dt =
1
C2

-i2-i1  ,

di1
dt =

1
L1

v2-v1  ,

di2
dt =

1
L2

-v2-R1i1  ,

dφ
dt=v1.






















(2)

其中W(φ)=
 

α+3βφ2.令x=v1,
 

y=v2,
 

z=
 

i1,
 

u=i2,
 

v=φ,并设无量纲参数a=
1
C1
,

 

b=
1
C2
,

 

c=
1
L1
,

 

d=
1
L2
,

 

e=
R1

L2
,则系统(2)的无量纲动

力学方程可简化为:
 

ẋ=az-aW(φ)x,

ẏ=-bu-bz,
 

ż=cy-cx,
 

u̇=-dy-eu,
 

v̇=x.















(3)

为了验证系统的动力学特征,本文根据系统

的耗散性,采用五阶龙格 库塔离散化算法,电路

参数取a=13,b=12,c=9,d=11,e=14,α=
-0.7,β=0.3,对初始条件为(0.01,0,0,0,0)的

系统(3)进行了仿真,仿真得到的系统的二维相

轨迹和三维相轨迹如图2和图3所示.由图2和图

3可以看出,各平面相轨图上的混沌吸引子均具有

复杂的拉伸和扭曲结构,这表明在上述参数下电路

系统处于混沌状态.

图1 五阶磁控忆阻器的电路图

图2 二维相轨迹图

图3 三维相轨迹图
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  图4为不同截面上的庞加莱截面图.由图4
可以看到:在x=0截面上,四维Poincaré映射轨

线投影在y-z 平面上;在u=0截面上,四维

Poincaré映射轨线投影在x-y平面上.图5为5个

状态变量的时域波形图.由图5可知,5个时域波

形图都是非周期性的.

图4 不同截面上的庞加莱截面图

图5 5个状态变量的时域波形图

利用 Matlab计算系统的5个Lyapunov指

数,得L1 =5.244,L2 =3.164,L3 =0,L4 =
-16.072,L5=-20.735.利用公式(4)计算系统

(3)的Lyapunov维数,得dL =3.63.

dL =j+
1

Lj+1
∑
j

i=1
Li. (4)

由 上 述 五 阶 磁 控 忆 阻 电 路 的 相 轨 图、

Poincaré映射、时域波形图以及Lyapunov指数和

维数可知,该电路系统具有混沌特征[11-14].

2 系统的动力学分析

2.1 系统的耗散性分析

系统(3)的耗散性可由如下公式表示:

  䘯V=
∂̇x
∂x+

∂̇y
∂y+

∂̇z
∂z+

∂̇u
∂u+

∂̇v
∂v=aα-c.

(5)
当参数a=14,α=-0.7,c=9时,公式(5)满足

条件aα-c<0.这说明当时间趋近于无穷时,系

统(3)的运动轨线总是分布在一个特定的区域

内,且具有耗散性.
2.2 系统的平衡点及其稳定性分析

令ẋ=
 

ẏ=
 

ż=
 

u̇=
 

v̇=
 

0,由此可得系统(3)

所描述的平衡点集合A 为:A={(x,y,z,u,v)|
x=y=z=u=0,v=n}.集合A 表明,v轴上的

点集均是平衡点(n 为实常数).在平衡点附近对

系统(3)进行线性化处理可得到系统(3)的Jacobi
矩阵:

J=

-aw n  0 a 0 0
0 0 -b -b 0

-c c 0 0 0
0 -d 0 -e 0
1 0 0 0 0

























.(6)

为得到J在平衡点处的特征方程,令 λE-J =0,

则集合A 的特征方程为:

λ5+ aw n  +e  λ4+aew n  λ3=0,(7)

式中w n  =α+3βn2.
当参数取a=13,b=12,c=9,d=11,e=

14,α=-0.7,β=0.3时,式(7)所对应的特征根

方程为:

λ3λ2+a1λ+a2  =0. (8)

求解式(8)可得a1=11.7n2+4.9,a2=163.8n2-
127.4.再由劳斯稳定判据可知,系统(8)稳定的充

分必要条件为:

HK =
a1 0

a2 a0

, (9)

式中K =1,2.由式(9)可得:

H1=a1 >0,
 

(10)

H2=a1a0 >0. (11)

再由式(10)和式(11)可得n 的稳定范围为:

n >0.8819. (12)

若忆阻器的初值n 在v 轴上满足式(12)(其
他初值为零),则系统(3)所对应的稳定平衡点集

A 的解是渐近稳定的,且此时的平衡点集A 的特

征根实部均为负(除零特征根).若忆阻器的初值

n在v轴上不满足式(12),则系统(3)所对应的平

衡点集A 的解是不稳定的.由以上可知,系统(3)

的解是趋于极限环或混沌的.
2.3 系统的Lyapunov指数与分岔图

系统的参数变化不仅会影响系统平衡点的稳
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定性,同时也会使系统的混沌现象发生改变[15].
为了观察和分析系统的混沌动力学的轨迹变化,

本文以不同变量的Lyapunov指数和分岔图来分

析系统的混沌动力学行为.
改变参数b(b∈ 0,20  ),其他参数不变

(a=14,c=9,d=11,e=14,α=-0.7,β=0.3)

时系统的Lyapunov指数和分岔图如图6和图7所

示.由图6可以看出,当参数b>7.28时,系统存

在大于零的Lyapunov指数,说明此时系统进入混

沌状态.由图7可以看出:在0≤b<0.64时,系统

出现了一小段混沌状态;在0.64≤b<4.00时,系
统的动力学轨迹是一条稳定的直线,表明系统处

于极限环的状态;在4.00≤b<7.28时,系统的动

力学轨迹开始分岔,系统进入周期态;在7.28≤
b<15.96时,系统不再分岔,系统进入混沌状

态;在15.96≤b<17.04时,系统的混沌状态逐渐

趋于稳定;在17.04≤b<20.00时,系统收敛并再

次进入周期态.为了验证系统分岔图的准确性,利
用不同参数b所对应的相轨迹图对系统的分岔图

进行了验证,结果如图8所示.由图8可以看出,

系统的混沌动力学特性在[0,20]区间内呈不同

状态.

图6 系统Lyapunov指数随参数b的变化情况

图7 系统分岔图随参数b的变化情况

图8 不同参数b所对应的相轨迹

3 忆阻电路的仿真与实现

为了进一步分析忆阻电路的特性,建立了电

路系统的Simulink仿真模型,如图9所示.该模

型主要由加法器、减法器、乘法器、积分器、增益模

块和常数模块组成.忆阻器模型由绝对值模块、乘
法器(1—3)、常数(1—2)、加法器1组成,其输出

为f+gv2.

图9 电路系统的Simulink建模图

系统变量x由忆阻器模块、增益(1—2)、减法

器1(减法器1的输出为az-aw(φ)x)、积分器1

组成,其输出为x=
 

∫
t

t0
az-aw(φ)x  dτ.

系统变量y 的模型由增益(3—4)、积分器2、

减法器2(减法器2的输出为-bu-bz)组成,其

输出为y=
 

∫
t

t0
-bu-bz  dτ.

931



延边大学学报(自然科学版) 第47卷 

系统变量z的模型由增益(5—6)、积分器3、

减法器3(减法器3的输出为cy-cx)组成,其输

出为z=
 

∫
t

t0
cy-cx  dτ.

系统变量u 的模型由增益(7—8)、积分器4、

减法器4(减法器4的输出为-dy-eu)组成,其

输出为u=
 

∫
t

t0
-dy-eu  dτ.

系统变量v 的模型由积分器5组成,其输出

为v=
 

∫
t

t0
x  dτ.

电路系统的Simulink仿真结果如图10所

示.与图2对比可以看出,在相同参数和初值下,

二者表现出的动力学特性相同,由此表明本文提

出的五阶忆阻系统具有混沌特性.

图10 Simulink仿真的相轨迹图

4 结论

基于分岔图、Lyapunov指数、相图、Poincaré
截面图和Simulink仿真等方法对本文设计的忆

阻电路进行分析表明,本文提出的五阶忆阻电路

具有混沌特性,且参数b 不同时系统的动力学轨

迹表现出不同的运动状态.在今后的研究中,我们

将尝试把该忆阻混沌电路应用到存储器和神经网

络中,以进一步验证本文方法的可行性.
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