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摘要:
 

针对在时变系统中提出的广义Riccati矩阵方程约束解问题,基于共轭梯度算法原理建立了两种求广

义Riccati矩阵方程异类约束解(对称和反对称解)的算法,即非精确牛顿修正共轭梯度算法(In-Newton-MCG
算法)和非精确牛顿正交投影算法(In-Newton-OPA算法),并给出了两种算法收敛性结论和两种算法的数值

实验.算例表明,In-Newton-MCG算法在一定条件下比In-Newton-OPA算法具有更高的计算效率.
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Abstract:
 

Two
 

algorithms
 

called
 

inexact
 

Newton
 

modified
 

conjugate
 

gradient
 

algorithm
 

(In-Newton-MCG
 

algorithm)
 

and
 

inexact
 

Newton
 

orthogonal
 

projection
 

algorithm
 

(In-Newton-OPA
 

algorithm)
 

are
 

developed
 

in
 

this
 

paper,
 

the
 

two
 

algorithms
 

are
 

based
 

on
 

the
 

principle
 

of
 

conjugate
 

gradient
 

algorithm,
 

which
 

are
 

developed
 

for
 

solving
 

the
 

constrained
 

solutions
 

of
 

generalized
 

Riccati
 

matrix
 

equation
 

in
 

time-varying
 

systems.The
 

conver-

gence
 

results
 

and
 

numerical
 

experiments
 

of
 

the
 

two
 

algorithms
 

are
 

given.Numerical
 

experiments
 

shows
 

that
 

the
 

In-Newton-MCG
 

algorithm
 

is
 

more
 

efficient
 

than
 

the
 

In-Newton-OPA
 

algorithm
 

under
 

certain
 

conditions.
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0 引言

在时变广义系统的稳定性和具有对称循环结构的广义大系统的最优控制中存在求解Riccati矩阵

方程(RME)解的问题,尤其是求解广义Riccati矩阵方程的约束解问题[1-2].RME的一般形式可表示为

 ET
1X1F1+ET

2X2F2+γ(X1,X2)+G=O, (1)

其中γ(X1,X2)=MT
1Q11N1+MT

2Q12N2+MT
3Q21N3+MT

4Q22N4,
 

Cij∈Rn×n,
 

Qij=XiCijXj(i,j=1,

2).当Cij =O(i,j=1,2)时,方程(1)就是广义Sylvester矩阵方程.
近年来,许多学者对非线性矩阵方程的数值解进行了研究,并给出了一些有效的算法.例如:Long

等[3]证明了求解非对称Riccati方程迭代算法的收敛性;张凯院等[4]用牛顿算法和修正共轭梯度算法研
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究了Riccati矩阵方程的对称解问题;Y.Q.Lin等[5]分析了非线性代数Riccati方程迭代算法的收敛性;

Y.F.Ke等[6]利用交替方向法求解了矩阵方程的非负解;周富照等[7]等给出了子矩阵约束下矩阵方程

的正交投影迭代解.本文借鉴非精确牛顿算法(In-Newton算法)、修正共轭梯度算法(MCG算法)和正

交投影迭代算法(OPA算法)原理,建立了一种求广义方程(1)的对称和反对称约束解的迭代算法,并

通过数值算例比较了两类算法的计算效率.
在本文中,用Rm×n 表示m×n实矩阵集合,用A􀱋B 表示矩阵A 与B 的Kronecker积,用vec(A)

表示将矩阵A 按行拉直构成的列向量.定义同阶实矩阵A 与B 的内积为(A,B)=tr(ATB),矩阵的

Frobenius范数 A = (A,A).为了书写方便,将对称矩阵集合SRn×n 记为Ω1,将反对称矩阵集合

ASRn×n 记为Ω2,将Y1∈SRn×n,
 

Y2∈ASRn×n 记为(Y1,Y2)∈Ω1-2,并且称(Y1,Y2)为一组对称和反对

称约束解(Ω1-2 解).

1 建立求方程(1)Ω1-2 解的非精确Newton算法

为了计算方便,引入如下记号:

 X=
X1

X2  , 

X(i)=
X(i)
1

X(i)
2  , 

Y=
Y1

Y2  , 

Y(i)=
Y(i)
1

Y(i)
2  ,

 ψ(X)=
def
ψ(X1,X2)=ET

1X1F1+ET
2X2F2+MT

1X1C11X1N1+

  MT
2X1C12X2N2+MT

3X2C21X1N3+MT
4X2C22X2N4+G,

 ϕX(Y)=
def
ϕX(Y1,Y2)=ET

1Y1F1+ET
2Y2F2+MT

1X1C11Y1N1+MT
1Y1C11X1N1+MT

2X1C12Y2N2+

  MT
2Y1C12X2N2+MT

3X2C21Y1N3+MT
3Y2C21X1N3+MT

4X2C22Y2N4+MT
4Y2C22X2N4,

 γ(Y)=MT
1Y1C11Y1N1+MT

2Y1C12Y2N2+MT
3Y2C21Y1N3+MT

4Y2C22Y2N4.
根据ψ(X)、ϕX(Y)和γ(Y)的表达式和矩阵乘法的性质,易推导出

 ψ(X+Y)=ψ(X1+Y1,X2+Y2)=ψ(X)+ϕX(Y)+γ(Y), (2)

其中ϕX(Y)是ψ(X)在点X 沿Y 方向的Frechet导数.
由Newton算法的基本原理可知,当Y1 和Y2 的范数较小时,可以舍去式(2)右端关于Y1 和Y2 的高

次项γ(Y),即用式(2)右端的线性部分近似可得ψ(X+Y)≈ψ(X)+ϕX(Y).设(X1,X2)∈Ω1-2 是方

程(1)的近似解,则求方程(1)的一组解(X1,X2)等价于求校正值(Y1,Y2)∈Ω1-2 使ψ(X+Y)=O,并

可以把求方程(1)的解X 近似为求方程(3)的解(Y1,Y2).方程(3)的表达式为:

 ϕX(Y)=-ψ(X). (3)

本文利用Newton算法求方程(1)Ω1-2 解的步骤如下:

Step1 给定初始矩阵(X(k)
1 ,X

(k)
2 )∈Ω1-2,并令k∶=1.

Step2 若ψ(X
(k))=O,则计算停止;否则,求(Y(k)

1 ,Y
(k)
2 )∈Ω1-2,使得ϕX(k)

(Y(k))=-ψ(X
(k)).

Step3 计算X(k+1)=X(k)+Y(k),令k∶=k+1,转Step2.
在Newton算法中,当X*是方程(1)的单根,并且任意给定的初始矩阵X(1)接近精确解X*时,则得

到的矩阵序列 X(k)  收敛于X*.在Newton算法中,其收敛性结论要求初始矩阵X(1)充分接近方程(1)

的精确解X*,且Newton算法的每一步迭代过程都需要求方程(3)的Ω1-2 解.但在实际计算中,由于预

先不知方程(1)的精确解X*,因此当初始矩阵X(1)与X*的差 X(1)-X* 较大,或在Newton算法中不

需计算方程(3)的准确Ω1-2解时,会导致Newton算法的计算时间较长.为此,Feitzinger等[8]提出了非

精确Newton算法,该算法的核心思想是在每一步迭代过程中只求出方程(3)的近似Ω1-2 解即可,而不

必非得求出方程(3)的精确Ω1-2 解.
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参照Newton算法,本文给出求方程(1)Ω1-2 解的非精确Newton算法如下:

Step1 给定初始矩阵(X(k)
1 ,X

(k)
2 )∈Ω1-2,置k∶=1.

Step2 如果ψ(X
(k))=O,停止;否则,任意给定η∈[0,1),求(Y

(k)
1 ,Y

(k)
2 )∈Ω1-2,使得

 ϕX(k)
(Y(k))+ψ(X

(k))≤η ψ(X
(k)). (4)

Step3 计算X(k+1)=X(k)+Y(k),令k∶=k+1,转step2.
这里需要说明的是,对非精确Newton算法中的某个(X(k)

1 ,X
(k)
2 ),当方程(3)有Ω1-2 解时,可通过

求其近似解(Y(k)
1 ,Y

(k)
2 )∈Ω1-2 使之满足式(4);当方程(3)无Ω1-2 解时,可通过求其近似最小二乘解满

足式(4).特别的,当η=0时,非精确Newton算法就是精确Newton算法.

2 建立求方程(3)Ω1-2 解和最小二乘解的 MCG算法

记A1=ET
1,

 

B1=F1,
 

C1=ET
2,

 

D1=F2,
 

A2=MT
1X1C11,

 

B2=N1,
 

C2=MT
2X1C12,

 

D2=N2,
 

A3=

MT
1,

 

B3=C11X1N1,
 

C3=MT
3,

 

D3=C21X1N3,
 

A4=MT
2,

 

B4=C12X2N2,
 

C4=MT
4X2C22,

 

D4=N4,
 

A5=
 

MT
3X2C21,

 

B5=N3,
 

C5=MT
4,

 

D5=C22X2N4,
 

F=-ψ(X).下面建立求方程(3)的Ω1-2 解及其

最小二乘解的 MCG算法.方程(3)的一般形式为:

 􀰐
5

i=1

(AiY1Bi+CiY2Di)=F, (5)

其中Ai,Bi,Ci,Di,F ∈Rn×n(i=1,2,3,4,5).本文主要解决下面两个问题:

问题 Ⅰ 设方程(5)有Ω1-2 解,求(Y1,Y2)∈Ω1-2,使(Y1,Y2)满足方程(5).

问题 Ⅱ 设方程(5)无Ω1-2 解,求(Y1,Y2)∈Ω1-2,使(Y1,Y2)满足 􀰐
5

i=1

(AiY1Bi+CiY2Di)-F =

min.当方程(5)有Ω1-2 解时,称问题 Ⅰ 相容;否则称问题 Ⅰ 不相容.

2.1 求解问题 Ⅰ 的 MCG算法

为建立求解问题 Ⅰ 的 MCG算法,首先引入如下记号:

 w(Y)=
def
w(Y1,Y2)=􀰐

5

i=1

(AiY1Bi+CiY2Di),
 

Y=(Y1,Y2),

 p(R)=􀰐
5

i=1

(AT
iRBT

i +CT
iRDT

i),
 

q(R)=
1
2
(R-RT).

求解问题 Ⅰ 的 MCG算法1的步骤如下:

Step1 任意给定初始矩阵(Y(k)
1 ,Y

(k)
2 )∈Ω1-2,令k∶=1,计算Rk =F-w(Y(k)),

 􀭾Rk =p(Rk),
 

Zk =
 

q(􀭾Rk).

Step2 若Rk=O(或者Rk≠O,Zk=O),停止计算;否则,计算αk=
Rk

2

Zk
2
,

 

Y(k+1)=Y(k)+αkZk.

Step3 计算Rk+1=F-w(Y(k+1)),
 􀭾Rk+1=p(Rk+1),

 

Zk+1=q(􀭾Rk+1)+
Rk+1

2

Rk
2Zk.

Step4 令k∶=k+1,转Step2.
因为Zk =q(􀭾Rk)∈Ω1-2,所以MCG算法1中的矩阵(Y(k)

1 ,Y
(k)
2 )∈Ω1-2,进而可知对于MCG算法1

有如下收敛定理1.定理1的证明过程可参考文献[9]中的 MCG算法的证明.
定理1[9] 设问题 Ⅰ 相容,则对任意的初始矩阵(Y(1)

1 ,Y
(1)
2 )∈Ω1-2,且MCG算法1可在有限步迭

代计算后求得问题Ⅰ的一组Ω1-2解.问题Ⅰ不相容的充要条件是在MCG算法1中存在某个正整数k,

使得Rk ≠O,
 

Zk =O.
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2.2 求解问题 Ⅱ 的 MCG算法

当 MCG算法1中断时,需要求解问题Ⅱ.首先构造与方程(5)等价的约束正规矩阵方程,并且把求

方程(5)的Ω1-2 最小二乘解转化为求其约束正规矩阵方程的Ω1-2 解;然后参照MCG算法1,建立求方

程(5)Ω1-2 最小二乘解的 MCG算法,即求问题 Ⅱ 的解.引入如下记号:

 f1(Y1,Y2)=􀰐
5

j=1

(AjY1Bj +CjY2Dj),
 

f2(Y1,Y2)=􀰐
5

j=1

(AjYT
1Bj -CjYT

2Dj),

 f(Y)=
def
f(Y1,Y2)=

􀰐
5

i=1

[AT
if1(Y1,Y2)BT

i +Bi(f2(Y1,Y2))2Ai]

􀰐
5

i=1

[CT
if1(Y1,Y2)DT

i -Di(f2(Y1,Y2))2Ci]

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

 N=
􀰐
5

i=1

(AT
iFBT

i +BiFTAi)

􀰐
5

i=1

(CT
iFDT

i -DiFTCi)

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

.

定理2[9] 求解问题 Ⅱ 等价于求矩阵方程f(Y)=N 的Ω1-2 解,且该矩阵方程一定有Ω1-2 解.
参照 MCG算法1的原理,建立求方程f(Y)=N 的Ω1-2 解,即建立求解问题 Ⅱ 的 MCG算法2.

MCG算法2的计算步骤如下:

Step1 任意给定初始矩阵(Y(k)
1 ,Y

(k)
2 )∈Ω1-2,令k∶=1,计算Rk =N -f(Y(k)),􀭾Rk =f(Rk),

 

Zk =
 􀭾Rk.

Step2 若Rk =O,停止计算;否则,计算αk =
Rk

2

Zk
2
,

 

Y(k+1)=Y(k)+αkZk.

Step3 计算Rk+1=N-f(Y(k+1)),
 􀭾Rk+1=f(Rk+1),

 

Zk+1=􀭾Rk+1+
Rk+1

2

Rk
2 Zk.

Step4 令k∶=k+1,转Step2.
因为Zk∈Ω1-2,所以 MCG算法2中的矩阵(Y(k)

1 ,Y
(k)
2 )∈Ω1-2,进而可知对于 MCG算法2有类似

于 MCG算法1的收敛定理(定理3).
定理3[9] 对任意的初始矩阵(Y(k)

1 ,Y
(k)
2 )∈Ω1-2,MCG算法2可在有限步迭代计算后求得问题 Ⅱ

的一组解,即矩阵方程(5)的一组Ω1-2 最小二乘解.

3 建立求方程(3)Ω1-2 解和最小二乘解的 OPA算法

MCG算法虽然给出了有限步的收敛结果,但是没有给出收敛率的估计.OPA算法也是一种求解矩

阵方程约束解的有效算法,其被广泛运用于信号处理、矩阵方程的约束解求解等问题中.参照OPA算法

的基本原理,本文建立的求问题 Ⅰ 的 OPA算法1的步骤如下:

Step1 任意给定初始矩阵(Y(k)
1 ,Y

(k)
2 )∈Ω1-2,令k∶=1.

Step2 计算Rk =F-w(Y(k)),
 􀭾Rk =p(Rk),

 

Zk =q(􀭾Rk),
 􀭾Zk =w(Zk).

Step3 若Rk =O(或者Rk ≠O,􀭾Zk =O),停止;否则,计算Y(k+1)=
 

Y(k)+
[Rk,􀭾Zk]

􀭾Zk
2

Zk.

Step4 令k∶=k+1,转Step2.
因为Zk∈Ω1-2,所以OPA算法1中的矩阵(Y(k)

1 ,Y
(k)
2 )∈Ω1-2.通过类似于定理1的证明可知,对于
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OPA算法1有如下收敛性定理(定理4).
定理4 设问题Ⅰ有解,则对任意的初始矩阵(Y(k)

1 ,Y
(k)
2 )∈Ω1-2,OPA算法1可在有限步迭代计算

后求得问题 Ⅰ的一组解,即方程(5)的一组Ω1-2 解.问题Ⅰ无解的充要条件是在OPA算法1中,存在

某个正整数k,使得Rk ≠O,
 􀭾Zk =O.

由定理4可知问题Ⅰ不相容,矩阵方程(5)无Ω1-2解.根据定理2并参照OPA算法1,本文建立的

求问题 Ⅱ 的 OPA算法2如下:

Step1 任意给定初始矩阵(Y(k)
1 ,Y

(k)
2 )∈Ω1-2,令k∶=1.

Step2 计算Rk =N-f(Y(k)),
 

Zk =f(Rk),
 􀭾Zk =f(Zk).

Step3 若Rk =O,停止;否则,计算Y(k+1)=
 

Y(k)+
[Rk,􀭾Zk]

􀭾Zk
2

Zk.

Step4 令k∶=k+1,转Step2.
因为Zk∈Ω1-2,所以 OPA算法2中的矩阵(Y(k)

1 ,Y
(k)
2 )∈Ω1-2.通过类似于定理3的证明可得如下

收敛性定理5.
定理5 对任意的初始矩阵(Y(k)

1 ,Y
(k)
2 )∈Ω1-2,OPA算法2可在有限步迭代计算后求得问题Ⅱ的

一组解,即方程(5)的一组Ω1-2 最小二乘解.

4 数值算例

分别用两个数值算例比较文中给出的In-Newton-MCG算法和In-Newton-OPA算法.参照文献

[4]的计算方案,本文将In-Newton算法作为外迭代算法,将 MCG算法和 OPA算法作为内迭代算法.

In-Newton-MCG算法2和In-Newton-OPA算法2的初始矩阵Y(1)取算法1终止时的Y(k).本文设计

的求方程(1)Ω1-2 解的计算方法如下:

In-Newton-MCG算法:

Step1 给定初始矩阵(X(k)
1 ,X

(k)
2 )∈Ω1-2,令k∶=1.

Step2 若ψ(X
(k))=O,停止;否则,采用 MCG算法1求(Y(k)

1 ,Y
(k)
2 )∈Ω1-2 使之满足

 ϕ(Y
(k))+ψ(X

(k))≤maxε,η ψ(X
(k))  . (6)

其中:ε为内迭代算法的终止准则;η为一个常数,一般取0<η<1.若MCG算法1中断(此时方程(5)

无Ω1-2解),或者MCG算法1的迭代次数达到预先给定的正整数n0,则采用MCG算法2求方程(5)的

近似Ω1-2 最小二乘解(Y(k)
1 ,Y

(k)
2 )∈Ω1-2 使之满足式(6),或满足 MCG算法2的终止条件.

Step3 计算X(k+1)=X(k)+Y(k),令k∶=k+1,转Step2.

In-Newton-OPA算法:

Step1 任意给定初始矩阵(X(k)
1 ,X

(k)
2 )∈Ω1-2,令k∶=1.

Step2 若ψ(X
(k))=O,停止;否则,采用OPA算法1求(Y(k)

1 ,Y
(k)
2 )∈Ω1-2使之满足式(6).若OPA

算法1中断(此时方程(5)无Ω1-2 解),或者 OPA算法1的迭代次数达到预先给定的正整数n0,则采用

OPA算法2求方程(5)的近似Ω1-2 最小二乘解(Y(k)
1 ,Y

(k)
2 )∈Ω1-2 使之满足式(6),或满足 OPA算法2

的终止条件.

Step3 计算X(k+1)=X(k)+Y(k),令k∶=k+1,转Step2.
例1 用本文建立的In-Newton-MCG算法和In-Newton-OPA算法求方程(1)的一组Ω1-2 解和

最小二乘解,其中系数矩阵为:

 Ei=Fi=Cij =I(i,j=1,2),
 

Mi=Ni=I(i=1,2,3,4),
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 X*
1 =

0.32 0.40 0.50 … 0

0.40 0.32 ⋱ ⋱ 0

0.50 0.40 ⋱ 0.40 0.50
︙ ⋱ ⋱ 0.32 0.40

0 0 0.50 0.40 0.32

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,
 

X*
2 =

0 -0.23 -0.35 … 0

0.23 0 ⋱ ⋱ 0

0.35 0.23 ⋱ -0.23 -0.35
︙ ⋱ ⋱ 0 -0.23

0 0 0.35 0.23 0

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

 G=-(ET
1X*

1F1+ET
2X*

2F2+MT
1X*

1C11X*
1N1+

  MT
2X*

1C12X*
2N2+MT

3X*
2C21X*

1N3+MT
4X*

2C22X*
2N4).

数值实验利用 Matlab软件进行.实验时取η=0.1,系数矩阵阶数取n=4,外迭代Newton算法的

终止准则为10-7,MCG算法和OPA算法的终止准则为10-8.MCG算法和OPA算法的最大迭代次数为

n0=4999,非精确Newton算法的初始矩阵为X1=4In 和X2=On,MCG算法和 OPA算法的初始矩

阵均为Y1=Y2=On.用t、k0、k1、k2和error分别表示计算时间、非精确Newton算法的迭代次数、MCG
算法1和 OPA算法1的迭代次数、MCG算法2和 OPA算法2的迭代次数和误差范数.两种算法的计

算结果如表1所示.
表1 两种算法求方程(1)Ω1-2 解的结果

   算法 t/s k0 k1 k2 error
In-Newton-MCG 0.054258 8 69 5 2.06e-13
In-Newton-OPA 0.349849 8 3483 820 3.00e-08

当 MCG算法和OPA算法的初始矩阵取Y1=Y2=On 时,In-Newton-MCG算法和In-Newton-OPA
算法均可得到方程(1)的一组解:

 X1=

0.32 0.40 0.50 0

0.40 0.32 0.40 0.50

0.50 0.40 0.32 0.40

0 0.50 0.40 0.32

􀮠

􀮢
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,
 

X2=

0 -0.23 -0.35 0

0.23 0 -0.23 -0.35

0.35 0.23 0 -0.23

0 0.35 0.23 0

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

.

上述两种算法虽然都能求得方程(1)的解,但从表1可以看出,在相同的条件下In-Newton-MCG算

法的效率高于In-Newton-OPA算法的效率.
例2 修改例1中的部分系数矩阵,即使Mi=Ni=O(i=2,3,4),其余系数矩阵同例1.求方程(1)

的一组Ω1-2解.计算取η=0.9,非精确Newton算法的初始矩阵为X1=X2=On,MCG算法和OPA算

法的初始矩阵为Y1=Y2=On,且在计算实验过程中依次增加系数矩阵的阶数.两种算法求方程(1)Ω1-2

解的结果见表2.
表2 两种算法求方程(1)Ω1-2 解的结果

  算法 n t/s k0 k1 k2 error

In-Newton-MCG

24 0.1213 12 712 11 8.65e-09
40 0.5893 13 1541 12 2.62e-08
56 1.4951 13 2237 12 9.33e-08
72 2.5508 13 2496 12 7.18e-09

In-Newton-OPA 失效

由表2可知,当选择不同的非精确 Newton算法的初始矩阵时,In-Newton-OPA算法失效,而

In-Newton-MCG算法始终有效.因此,在今后的研究中我们将探讨In-Newton-OPA算法在什么条件

下失效,以及在什么条件下In-Newton-OPA算法比In-Newton-MCG算法有效.
(下转第130页)
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