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摘要:
 

利用变分方法和反证法研究了一类含有非线性项的Kirchhoff-Carrier方程,证明了当0<λ<aλ1 时,

该方程至少存在一对非平凡解,且当λ≥aλ1 时该方程不存在同号解.
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Abstract:
 

In
 

this
 

paper,
 

a
 

Kirchhoff-Carrier
 

equation
 

with
 

nonlinear
 

term
 

is
 

considered
 

by
 

using
 

the
 

variational
 

method
 

and
 

method
 

of
 

contradiction.We
 

prove
 

that
 

there
 

exist
 

at
 

least
 

a
 

pair
 

of
 

nontrivial
 

solutions
 

when
 

0<λ<aλ1,
 

and
 

the
 

same-sign
 

solution
 

doesn’t
 

exist
 

when
 

λ≥aλ1.
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0 引言

假定Ω⊂RN(N ≥1)是具有光滑边界∂Ω的区域.本文将讨论如下的Kirchhoff-Carrier型方程:

 
- a-b∫Ω

u2dx  Δu= λ+b∫Ω
�u 2dx  u, 

x∈Ω;

u=0,
 

x∈∂Ω.

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (1)

其中a 和b都是任意正实数,λ为正参数,�
 

表示梯度算子,Δ表示Laplace算子.

1876年,Kirhhoff[1]首次提出了用于刻画弦振动问题的 Kirchhoff方程.在考虑外力作用下时

Kirchhoff型弦振动问题的驻波解的空间部分可以表示为:

 - a+b∫Ω
�u 2dx  Δu=f(x,u),

 

x∈Ω, (2)

其中a 和b都是实数,f(x,u)为抽象函数.目前已有诸多学者利用不同的方法在f(x,u)满足不同的

假设条件时对方程(2)进行研究,并取得了一些成果[2-8].在描述弦振动问题方程时,最小张力(静止位

置)处的弦振动通常需通过线性化分析才能得到振动弦的更为精确的状态u=u(x).因此,Carrier在文

献[9]中对弦链两端固定时的自由振动问题进行了补充刻画,并提出了如下模型:



延边大学学报(自然科学版) 第47卷  

 1+
α-2

2π∫
π

0
φ2(ξ,η)dξ

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 2∂
2φ
∂ξ2 =

∂2φ
∂η2.

该模型考虑的是弦自身在前后左右4个方向上的运动状态,而Kirchhoff型问题主要考虑的是横向振动

中的细小位移,因此二者属于不同的弦振动问题.目前,已有许多学者对Kirchhoff型问题和Carrier型

问题或二者的耦合问题进行了研究.文献[10]的作者考虑了如下问题:

 
- a∫Ω

u(x)γdx  Δu=λf(x,u),
 

x∈Ω;

u>0,
 

x∈Ω;

u=0,
 

x∈∂Ω,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

并利用不动点理论得到该问题存在多个解,其中Ω⊂RN(N ≥1),
 

γ∈(0,+∞),
 

a∶[0,+∞)→[0,

+∞),
 

f∶Ω×[0,+∞)为给定的函数.在λ=1,且f(x,u)=H(x)g(u)时,文献[11]的作者利用

不动点定理得到了Carrier型方程正解的存在性,并描述了其物理意义.当f=h1g∫Ω
u pdx  +

h2g∫Ω
u rdx  时,文献[12]的作者结合伪单调算子得到了Carrier解的存在性.文献[12-15]的作者

对抛物和双曲情形等形式的Carrier型问题的应用进行了研究.文献[16-18]的作者对Kirchhoff-Carrier
型问题进行了研究.受上述文献启发,本文用变分方法研究问题(1)解的存在性.在本文中,记

 λ1= inf
u∈H10(Ω),u≢0

∫Ω
�u 2dx  /∫Ω

u2dx  .

由文献[19]中关于特征值问题的描述可知,λ1 >0始终存在,并且存在φ1∈H1
0(Ω),使得 -Δφ1=

λ1φ1,且当x∈Ω\∂Ω时有φ1(x)>0.

1 结论及其证明

定理1 当0<λ<aλ1 时,方程(1)至少有一对非平凡解;当λ≥aλ1 时,方程(1)没有同号解.
证明 第1步,给出方程(1)解的定义,并说明方程(1)对应的能量泛函的临界点等价于它的解.如

果存在u∈H1
0(Ω),使得对任意的v∈H1

0(Ω)都有

 a-b∫Ω
u2dx  ∫Ω

�u�vdx= λ+b∫Ω
�u 2dx  ∫Ω

uvdx, (3)

则称u 为方程(1)的解.定义能量泛函为I(u)=
a
2∫Ω

�u 2dx-
b
2∫Ω

u2dx∫Ω
�u 2dx-

λ
2∫Ω

u2dx.

如果u∈H1
0(Ω),则根据Gâteaux导数的定义知,对于任意的v∈H1

0(Ω),有:

 lim
t→0

1
t∫Ω

�(u+tv)2dx-∫Ω
�u 2dx  =2∫Ω

�u�vdx,

 lim
t→0

1
t∫Ω

�(u+tv)2dx∫Ω
(u+tv)2dx-∫Ω

�u 2dx∫Ω
u2dx  =

  2∫Ω
�u�vdx∫Ω

u2dx+2∫Ω
�u 2dx∫Ω

uvdx,

 lim
t→0

1
t∫Ω

(u+tv)2dx-∫Ω
u2dx  =2∫Ω

uvdx.

根据以上计算可得

 <I'(u),v>=
 

lim
t→0

I(u+tv)-I(u)
t =

  a∫Ω
�u�vdx-b∫Ω

�u�vdx∫Ω
u2dx+∫Ω

�u 2dx∫Ω
uvdx  -λ∫Ω

uvdx. (4)
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由式(4)知,如果存在u∈H1
0(Ω),使得对任意的v∈H1

0(Ω),并且<I'(u),v>≡0,则式(3)与式(4)等

价,即泛函I(u)的临界点等价于方程(1)的解.
第2步,证明泛函I满足(PS)条件.对任意的序列{un}⊂H1

0(Ω),如果存在常数M >0,使得当

n→ ∞ 时,I(un)<M,且在[H1
0(Ω)]*中I'(un)→0,即:

 I(un)=
a
2∫Ω

�un
2dx-

b
2∫Ω

u2
ndx∫Ω

�un
2dx-

λ
2∫Ω

u2
ndx <M, (5)

 <I'(un),un>=a∫Ω
�un

2dx-b∫Ω
u2

ndx∫Ω
�un

2dx-λ∫Ω
u2

ndx →0. (6)

下面通过式(5)和式(6)证明存在u∈H1
0(Ω),使得lim

n→∞
 ∫Ω

�(un -u)2dx=0.当n→ ∞ 时,将式(5)

乘以4再减去式(6),同时再考虑到lim
n→∞

<I'(un),un><1,可得

 lim
n→∞

4<I'(un),un>-I(un)=
 

lim
n→∞

a∫Ω
�un

2dx-λ∫Ω
u2dx ≤

  lim
n→∞

4<I'(un),un>+ I(un)  ≤4M +1.

由上式可推导出lim
n→∞

aλ1-λ
λ1 ∫Ω

�un
2dx ≤4M +1,即lim

n→∞∫Ω
�un

2dx ≤
λ1(4M +1)
aλ1-λ

,从而序列

un  有界.又因为H1
0(Ω)是自反的Banach空间,故存在u∈H1

0(Ω)和 un  的子列(仍记为 un  ),使得

当n→ ∞ 时有

 
∫Ω

�un�ϕdx →∫Ω
�u �ϕdx,∀ϕ∈H1

0(Ω),

∫Ω
unϕdx →∫Ω

uϕdx,∀ϕ∈L2(Ω),

un(x)→u(x),
 

a.e.x∈Ω.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(7)

下证当n→∞时,在H1
0(Ω)中un→u,即∫Ω

�(un -u)2dx→0.由<I'(un),un-u>→0可得:

 a-b∫Ω
u2ndx  ∫Ω

�un�(un -u)dx-b∫Ω
�un

2dx∫Ω
un(un -u)dx-λ∫Ω

un(un -u)dx→0.

再由式(7)可知,当n→∞时∫Ω
un(un -u)dx→0,因此 a-b∫Ω

u2ndx  ∫Ω
�un�(un -u)dx→0,即a-

b∫Ω
u2ndx→0或∫Ω

�un�(un -u)dx→0.若a-b∫Ω
u2ndx→0成立,将其代入式(6)可得在n→∞时有

 -b∫Ω
�un

2dx∫Ω
u2

ndx-λ∫Ω
u2

ndx=-∫Ω
u2

ndxb∫Ω
�un

2dx+λ  →0.
由于 b∫Ω

�un
2dx+λ  ≥λ>0,因此可得∫Ω

u2
ndx →0,这与前提条件相矛盾;因此,∫Ω

�un�(un -

u)dx →0.当∫Ω
�un�(un -u)dx →0时,由式(7)还可得lim

n→∞∫Ω
�un

2dx =
 

lim
n→∞∫Ω

�un�udx =
 

∫Ω
�u 2dx,从而知当n→∞时∫Ω

�un
2-2�un�u+ �u 2  dx→0,即∫Ω

�(un -u)2dx→0.

因此,泛函I满足(PS)条件.
第3步,利用山路引理[20]证明当0<λ<aλ1 时,问题(1)的解存在.当0<λ<aλ1 时,显然有

I(0)=0.取r=
aλ1-λ
2b >0,则当∫Ω

�u 2dx =r时有:

 I(u)=
a
2∫Ω

�u 2dx-
b
2∫Ω

u2dx∫Ω
�u 2dx-

λ
2∫Ω

u2dx ≥
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aλ1-λ
2λ1∫Ω

�u 2dx-
b
2λ1∫Ω

�u 2dx  2
 

=
(aλ1-λ)2

8bλ1
∶=ρ>0.

从上式可知,存在r>0和ρ>0,使得当
 

∫Ω
�u 2dx =r时,有I(u)≥ρ>0.

取t~=
b

2(aλ1-λ)∫Ω
�φ1

2dx  -1/2
,于是有u~∶=t

~
φ1∈H1

0(Ω).由于∫Ω
�φ1

2=λ1∫Ω
φ2
1dx,因

此有

 ∫Ω
�u~ 2dx  

1/2

=∫Ω
�(t~φ1)2dx  

1/2

=
2(aλ1-λ)

b
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 1

/2

=2r>r,

 I(u~)=
a
2
·2
(aλ1-λ)

b -
b
2
·2
(aλ1-λ)
bλ1

·2
(aλ1-λ)

b -
λ
2
·2
(aλ1-λ)
bλ1

=

  
a(aλ1-λ)

b -
2[aλ1-λ]2

bλ1
-
λ(aλ1-λ)

bλ1
=-

[aλ1-λ]2

bλ1
<0.

由上式可知,存在u~=t
~
φ1∈H1

0(Ω),使得I(u~)<0,并且
 

∫Ω
�u~ 2dx >r.综上可知,泛函满足山路

结构.
令Γ= τ(t)∈C1 [0,1],H1

0(Ω)  τ(0)=0,τ(1)=u~  .由于

 I[τ(0)]=0,
 

I[τ(1)]=-
[aλ1-λ]2

bλ1
<0,

因此总存在t∈(0,1),使得I[τ(t)]≥ρ>0,故有c∶=
 

inf
τ∈Γ

 
sup

t∈[0,1]
I(τ(t))≥ρ=

(aλ1-λ1)2

8bλ1
>0.由

山路引理知,存在{un}⊂H1
0(Ω),使得n→∞时,I(un)→c,且I'(un)→0.再由第2步可知,I满足

(PS)条件,因此c是I的一个临界值,即存在u∈H1
0(Ω)使得I(u)=c>0,

 

I'(u)=0,因此u是问题

(1)的一个非平凡解.
由于u 是方程(1)的非平凡解,因此对任意的v∈H1

0(Ω)式(3)总是成立.特别地,当v=u 时,有

 a-b∫Ω
�u 2dx  ∫Ω

�u 2dx= λ+b∫Ω
�u 2dx  ∫Ω

u2dx >0.

由上式可知,a-b∫Ω
�u 2dx>0.再根据强极大值原理可知,u是问题(1)的正或负解.令ϕ=-u,则

对任意的v∈H1
0(Ω)有

 a-b∫Ω
�ϕ 2dx  ∫Ω

�ϕ�vdx- λ+b∫Ω
�ϕ 2dx  ∫Ω

ϕvdx=0.

由上式可知,ϕ 也是问题(1)的解,且ϕ(x)≢u(x),因此u 和ϕ 是问题(1)的一对一正一负的解.
第4步,利用反证法证明当λ≥aλ1 时,问题(1)不存在同号解.假设λ≥aλ1 时u是方程(1)的同

号解,则将其代入方程(1)后在等号两端同乘以φ1 并在Ω上积分可得:

 a-b∫Ω
u2dx  ∫Ω

�u�φ1dx ≥ aλ1+b∫Ω
�u 2dx  ∫Ω

uφ1dx.

由上式可推出当u 是方程(1)的正解时,有

 0>-λ1∫Ω
u2dx∫Ω

uφ1dx=-∫Ω
u2dx∫Ω

�u�φ1dx ≥∫Ω
�u 2dx∫Ω

uφ1dx >0;

当u 是方程(1)的负解时,有

 0<-λ1∫Ω
u2dx∫Ω

uφ1dx=-∫Ω
u2dx∫Ω

�u�φ1dx ≥∫Ω
�u 2dx∫Ω

uφ1dx <0.

由上式可得λ<aλ1 时u 不可能是方程(1)的正解或负解,故方程(1)不存在同号解.
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综上所述,当0<λ<aλ1时,方程(1)至少存在一个正解和一个负解;当λ≥aλ1时,方程(1)不存

在同号解.定理1证毕.
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