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摘要:
 

为了在乘积度量空间上得到C'iric'型不动点定理,给出了B 拟压缩映射的概念,并证明了在完备的乘

积度量空间上的任何B 拟压缩映射具有唯一不动点.最后,举例说明了所得结果的正确性.
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Abstract:
 

In
 

order
 

to
 

obtain
 

the
 

C'iric'
 

type
 

fixed
 

point
 

theorem
 

on
 

multiplicative
  

metric
 

spaces,
 

we
 

introduce
 

the
 

concept
 

of
 

Β-quasi
 

contractive
 

mapping
 

and
 

prove
 

that
 

any
  

Β-quasi
 

contractive
 

mapping
 

has
 

an
 

unique
 

fixed
 

point
 

on
 

complete
 

multiplicative
 

metric
 

spaces.
 

Finally,
 

we
 

give
 

an
 

example
 

to
 

verify
 

the
 

correctness
 

of
 

the
 

given
 

result.
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  1974年,C'iric'[1]在完备的度量空间上引进了拟压缩自映射的概念:设 (X,d)是度量空间,称f∶
X →X 是拟压缩的是指存在k∈[0,1)使得d(fx,fy)≤kmax{d(x,y),d(x,fx),d(y,fy),d(x,

fy),d(y,fx)},∀x,y∈X.同时,C'iric'还证明了完备度量空间上的任何拟压缩映射必有唯一不动点.

由于C'iric'不动点定理具有形式简单、便于利用等优点,因此该定理在最优化理论、稳定点等领域中得到

广泛应用.在C'iric'
 

研究的基础上,一些学者进一步推广和改进了C'iric'不动点定理[2-8].本文将在乘积空

间上引入Β 拟压缩条件,并给出满足新的压缩条件映射具有唯一不动点的定理,从而在乘积度量空间

上得到了C'iric'
 

型不动点定理.
定义1[9] 设X 是非空集合,称映射d∶X ×X → [0,+∞)是X 上的乘积度量是指d 满足:

(i)对任何x,y∈X,
 

d(x,y)≥1且d(x,y)=1⇔x=y;
(ii)对任何x,y∈X,

 

d(x,y)=d(y,x);
(iii)对任何x,y,z∈X,

 

d(x,z)≤d(x,y)d(y,z)(乘积三角不等式).
当d 是X 上的乘积度量时,称(X,d)为乘积度量空间.

有关乘积度量空间的例子可参看文献[10-12].
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定义2[9] 设(X,d)是乘积度量空间,xn  是X 中的序列且x∈X.若对任何积性开球Bε(x)=
{y∈X|d(x,y)<ε},∀ε>1,存在自然数N 且使得n>N 时xn∈Bε(x)成立,则称序列 xn  乘

积收敛于x,并记为xn →x(n→ ∞).
引理1[10] 设(X,d)是乘积度量空间,xn  是X 中的序列且x∈X,则xn→x(n→∞)⇔d(xn,

x)→1(n→ ∞).
定义3[10] 设(X,d)是乘积度量空间,xn  是X 中的序列.若对任何ε>1,存在自然数N 且使

得n,m >N 时d(xn,xm)<ε成立,则称序列 xn  为乘积柯西序列.
引理2[10] 设(X,d)是乘积度量空间,xn  是X 中的序列,则 xn  是乘积柯西序列当且仅当

d(xn,xm)→1(n,m → ∞).
定义4[10] 如果乘积度量空间(X,d)中的每个乘积柯西序列都是乘积收敛的,则称(X,d)是完备的.
引理3[10] 设(X,d)是乘积度量空间,xn  和 yn  是X 中的两个序列且x,y∈X,则xn →x,

yn →y(n→ ∞)⇒d(xn,yn)→d(x,y)(n→ ∞).
设(X,d)是完备的乘积度量空间.称T∶X →X 是Β 拟压缩映射是指存在k∈[0,1)使得

 d(Tx,Ty)≤ [v(x,y)]k,∀x,y∈X, (1)

其中v(x,y)∈A(x,y)∶={d(T2x,x),d(T2x,Tx),d(T2x,y),d(T2x,Ty)}.
定理1 设(X,d)是完备的乘积度量空间,T∶X →X 是自映射.如果T 是Β 拟压缩的,则T 有

唯一不动点,并且对任何x∈X,迭代序列{Tnx}收敛于该唯一不动点.
证明 任取x0∈X,并定义xn=Tnx=Txn-1(n=1,2,…),则由此可得到一个序列 xn  ∞

n=0.对

任何固定的n=1,2,…,根据式(1)有:

 d(xi,xi+1)=d(Txi-1,Txi)≤ [v(xi-1,xi)]k, (2)

其 中 v(xi-1,xi)∈A(xi-1,xi)= {d(T2xi-1,xi-1),d(T2xi-1,Txi-1),d(T2xi-1,xi),d(T2xi-1,

Txi)}={d(xi+1,xi-1),d(xi+1,xi),1}.如果v(xi-1,xi)=d(xi+1,xi-1),则根据式(2)可得d(xi,

xi+1)≤[d(xi+1,xi-1)]k;如果v(xi-1,xi)=d(xi+1,xi),则根据式(2)可得d(xi,xi+1)≤[d(xi+1,

xi)]k,再根据k∈[0,1)可得d(xi,xi+1)=1≤[d(xi+1,xi-1)]k;如果v(xi-1,xi)=1,则根据式(2)

可得d(xi,xi+1)=1k ≤ [d(xi+1,xi-1)]k.综合以上3种情况可得:

 d(xi,xi+1)≤ [d(xi-1,xi+1)]k,
 

n=1,2,…. (3)

对任何固定的n=1,2,…,根据式(1)可得:

 d(xi,xi+2)=d(Txi-1,Txi+1)≤ [v(xi-1,xi+1)]k, (4)

其中v(xi-1,xi+1)∈A(xi-1,xi+1)={d(xi-1,xi+1),(xi,xi+1),1,(xi+1,xi+2)}.若v(xi-1,xi+1)=

d(xi-1,xi+1),则根据式(4)可得d(xi,xi+2)≤[d(xi-1,xi+1)]k;若v(xi-1,xi+1)=d(xi,xi+1),则

由式(4)和式(3)可得d(xi,xi+2)≤[d(xi,xi+1)]k ≤[d(xi-1,xi+1)]k
2;若v(xi-1,xi+1)=1,则根

据式(4)可得d(xi,xi+2)≤1k≤[d(xi-1,xi+1)]k;若v(xi-1,xi+1)=d(xi+1,xi+2),则根据式(4)和

式(3)可得d(xi,xi+2)≤ [d(xi+1,xi+2)]k ≤ [d(xi,xi+2)]k
2,再根据k∈[0,1)可得d(xi,xi+2)=

1≤ [d(xi-1,xi+1)]k.综合上述4种情况可得:

 d(xi,xi+2)≤ [d(xi-1,xi+1)]k 或d(xi,xi+2)≤ [d(xi-1,xi+1)]k
2
. (5)

式(5)可写成如下形式:

 d(xi,xi+2)≤ [d(xi-1,xi+1)]k
(i,i+2),∀i=1,2,…, (6)

其中k(i,i+2)=k或k(i,i+2)=k2.
以下证明对任何自然数n,当i,j是自然数且满足1≤i,j≤n 时,式(7)成立.
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 d(xi,xj)≤ [d(x0,x1)d(x1,x2)]
k
1-k. (7)

如果n=1,则i=j=1,由此显然知式(7)成立.假设n=m 时式(7)成立,则可得下式成立:

 d(xi,xj)≤ [d(x0,x1)d(x1,x2)]
k
1-k,∀1≤i,j≤m. (8)

设n=m+1.由于在1≤i,j≤m 时式(7)和式(8)成立,因此进一步可设j=m+1,
 

1≤i≤m.由

此根据式(1)可得:d(xi,xm+1)=d(Txi-1,Txm)≤[v(xi-1,xm)]k,其中v(xi-1,xm)∈A(xi-1,xm)=
{d(xi-1,xi+1),d(xi,xi+1),d(xi+1,xm),d(xi+1,xm+1)}.

首先,考虑i=1的情况.此时v(x0,xm)∈{d(x0,x2),d(x1,x2),d(x2,xm),d(x2,xm+1)}.当

v(x0,xm)=d(x0,x2)时,有d(x1,xm+1)≤[d(x0,x2)]k≤[v(x0,x1)d(x1,x2)]k≤[v(x0,x1)d(x1,

x2)]
k
1-k;当v(x0,xm)=d(x1,x2)时,有d(x1,xm+1)≤ [d(x1,x2)]k ≤ [v(x0,x1)d(x1,x2)]k ≤

[v(x0,x1)d(x1,x2)]
k
1-k;当v(x0,xm)=d(x2,xm)时,有d(x1,xm+1)≤ [d(x2,xm)]k ≤ [d(x1,

x2)d(x1,xm)]k ≤[d(x0,x1)d(x1,x2)d(x1,xm)]k,再由式(7)可得d(x1,xm+1)≤[d(x0,x1)d(x1,

x2)]k[d(x0,x1)d(x1,x2)]
k2

1-k=[d(x0,x1)d(x1,x2)]
k
1-k;当v(x0,xm)=d(x2,xm+1)时,有d(x1,

xm+1)≤[d(x2,xm+1)]k≤[d(x1,x2)d(x1,xm+1)]k≤[d(x0,x1)d(x1,x2)d(x1,xm+1)]k,并进而

可得d(x1,xm+1)≤[d(x0,x1)d(x1,x2)]
k
1-k.综合以上讨论可知,当i=1和j=m+1时式(7)成立.

其次,考虑i=m 的情况.此时d(xm,xm+1)=d(Txm-1,Txm)≤ [v(xm-1,xm)]k,其中v(xm-1,

xm)∈ {d(xm-1,xm+1),d(xm,xm+1),1}.若v(xm-1,xm)=d(xm-1,xm+1),则 有 d(xm,xm+1)≤

[d(xm-1,xm+1)]k ≤ [d(xm-1,xm)d(xm,xm+1)]k,即d(xm,xm+1)≤ [d(xm-1,xm)]
k
1-k.再利用式

(3)和式(6)可得d(xm,xm+1)≤ [d(xm-2,xm)]
k2

1-k ≤ [(x0,x2)]
k2

1-kk
(m-2,m)k(m-3,m-1)…k(1,3)

≤ [(x0,

x2)]
k
1-k ≤ [d(x0,x1)d(x1,x2)]

k
1-k.若v(xm-1,xm)=d(xm,xm+1),则有d(xm,xm+1)≤ [d(xm,

xm+1)]k.再根据k∈[0,1)可推出d(xm,xm+1)=1≤[d(x0,x1)d(x1,x2)]
k
1-k.若v(xm-1,xm)=1,

则显然有d(xm,xm+1)≤1k ≤[d(x0,x1)d(x1,x2)]
k
1-k.综合以上讨论可知,当i=m 和j=m+1时

式(7)仍成立.
最后,考虑2≤i≤m-1的情况.此时,由于i+1≤m,因此当v(xi-1,xm)取A(xi-1,xm)中的

元d(xi-1,xi+1)或d(xi,xi+1)或d(xi+1,xm)时,根据归纳原理可得d(xi,xm)≤[v(xi-1,xm)]k≤

[d(x0,x1)d(x1,x2)]
k2

1-k ≤ [d(x0,x1)d(x1,x2)]
k
1-k;而当v(xi-1,xm)=d(xi+1,xm+1)时,d(xi,

xm)≤ [d(xi+1,xm+1)]k ≤ [d(xi,xi+1)d(xi,xm+1)]k,由此可推出d(xi,xm)≤ [d(xi,xi+1)]
k
1-k.

再根 据 式 (3)和 式 (6)可 得 d(xi,xm)≤ [d(xi,xi+1)]
k
1-k ≤ [d(xi-1,xi+1)]

k2

1-k ≤ [d(x0,

x2)]
k2

1-kk
(i-1,i+1)k(i-2,i)…k(1,3),因此 d(xi,xm)≤ [d(x0,x1)d(x1,x2)]

k2

1-kk
(i-1,i+1)k(i-2,i)…k(1,3)

≤ [d(x0,

x1)d(x1,x2)]
k
1-k.综合以上讨论可知,当2≤i≤m-1和j=m+1时式(7)仍成立.

综合上述所有情况并根据归纳原理可知式(7)成立.
对任何m,n∈N且1<n<m,根据式(1)有d(xn,xm)=d(Txn-1,Txm-1)≤

 

[v(xn-1,xm-1)]k,

其中v(xn-1,xm-1)∈A(xn-1,xm-1)={d(xn-1,xn+1),d(xn,xn+1),d(xn+1,xm-1),d(xn+1,xm)}.令

C(n,m)={d(xi,xj)|n≤i,j≤m},则由上式可知对每个u∈C(n,m),存在v∈C(n-1,m)使得
 

u≤vk,于是可得:
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 d(xn,xm)≤ [u1]k ≤ [u2]k
2

≤ … ≤ [un-1]k
n-1

≤ [d(x0,x1)d(x1,x2)]
kn

1-k, (9)

其中u1∈C(n-1,m),u2∈C(n-2,m),…,un-1∈C(1,m),un-1≤[d(x0,x1)d(x1,x2)]
k
1-k.由于

k∈[0,1),因此由式(9)易知:

 lim
m>n,n→∞

d(xn,xm)=1. (10)

再根据引理2知 xn  是X 中的乘积柯西序列,于是根据X 的完备性知存在x*∈X 使得xn →x*(n→
∞).根据定义1中的(iii)和式(1)可知,对任何n∈N有:

 d(x*,Tx*)≤d(xn,x*)d(Txn-1,Tx*)≤d(xn,x*)[v(xn-1,x*)]k, (11)

其中v(xn-1,x*)∈{d(xn-1,xn+1),d(xn,xn+1),d(xn+1,x*),d(xn+1,Tx*)}.
当v(xn-1,x*)=d(xn-1,xn+1)时,根据式(11)可得:

 d(x*,Tx*)≤d(xn,x*)[d(xn-1,xn+1)]k. (12)

当v(xn-1,x*)=d(xn,xn+1)时,根据式(11)可得:

 d(x*,Tx*)≤d(xn,x*)[d(xn,xn+1)]k. (13)

当v(xn-1,x*)=d(xn+1,x*)时,根据式(11)可得:

 d(x*,Tx*)≤d(xn,x*)[d(xn+1,x*)]k. (14)

当v(xn-1,x*)=d(xn+1,Tx*)时,根据式(11)可得:

 d(x*,Tx*)≤d(xn,x*)[d(xn+1,Tx*)]k ≤d(xn,x*)[d(xn+1,x*)d(x*,Tx*)]k.
整理上式可得:

 d(x*,Tx*)≤ {d(xn,x*)[d(xn+1,x*)]k}
k
1-k. (15)

综合上述4种情况并根据引理1和引理2及k∈[0,1)可知,当式(12)—(15)的两边取n→ ∞ 时可得

d(x*,Tx*)=1,这说明x*是T 的一个不动点.如果y*也是T 的不动点,则根据式(1)可得:d(x*,

y*)=d(Tx*,Ty*)≤[v(x*,y*)]k,其中v(x*,y*)∈{1,d(x*,y*)}.由此容易得到d(x*,y*)=
1,因此x*是T 的唯一不动点.再根据xn=Txn-1=Tnx 及xn →x*可知,{Tnx}收敛于T 的唯一不

动点x*.
例1 在R=(-∞,+∞)上定义d(x,y)=e x-y ,∀x,y∈R,则(R,d)是乘积度量空间.令

X ={0,1,2},则显然可知(X,d)是完备的乘积度量空间.定义f∶X →X,f0=f1=0,f2=1,并取

k∈(0.5,1),由此显然有:当x,y∈{0,1}或x=y=2时,d(fx,fy)=1≤[max{d(f2x,x),d(f2x,

fx),d(f2x,y),d(f2x,fy)}]k 成立;当x=0,y=2时,d(f0,f2)=e f0-f2 ≤e2k≤[max{d(f20,

0),d(f20,f0),d(f20,2),d(f20,f2)}]k 成立;当x =1,y=2时,d(f1,f2)=e f1-f2 ≤e2k ≤
[max{d(f21,1),d(f21,f1),d(f21,2),d(f21,f2)}]k 成立.由以上计算结果可知,f和k满足定理1
的所有条件,因此f 具有唯一不动点0.
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