
第47卷 第1期
2021年3月

延 边 大 学 学 报(自然科学版)
JournalofYanbianUniversity(NaturalScience)

Vol.47No.1
Mar.2021

收稿日期:2020 12 06   作者简介:李德奎(1979—),男,副教授,研究方向为混沌理论及其应用.
基金项目:甘肃省高等学校创新基金(2020A-191);甘肃中医药大学科学研究与创新基金(2019KCYB-10)

文章编号:1004-4353(2021)01-0027-06

一类VanderPol-Duffing系统的
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摘要:研究了一类含有平方项和5次幂项的VanderPol-Duffing系统的跟踪控制问题.首先,基于Lyapunov
指数理论和分岔理论分析了该系统的复杂动力学行为,包括周期运动、倍周期分岔、混沌运动等;然后,在系统

参数已知和未知的两种情况下,基于Lyapunov稳定性定理分别构造了两类简单的变结构滑模控制器对该系

统的混沌行为进行跟踪控制,并均跟踪控制到了预期的运动状态.最后,利用数值仿真验证了上述两类滑模控

制器对该系统跟踪控制的有效性.
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Abstract:TrackingcontrolproblemofaclassofVanderPol-Duffingsystemwithsquaretermandfifthpower
termisstudied.Firstly,basedonLyapunovexponenttheoryandbifurcationtheory,thecomplexdynamicbe-
haviorsofthesystemareanalyzed,includingperiodicmotion,perioddoublingbifurcation,chaoticmotion,

etc.Then,undertwosituationswhichareknownparametersandunknownparametersofthesystem,two
typesofsimplevariablestructureslidingmodecontrollersareconstructedtotrackcontrolthechaoticbehavior
ofthesystembasedonLyapunovstabilitytheorem,andmakethesystemtrackcontroltotheexpectedmotion
state.Finally,theeffectivenessoftwotypesofslidingmodecontrollersfortrackingcontroloftheVander
Pol-Duffingsystemisverifiedbynumericalsimulation.
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0 引言

混沌运动是非线性系统在特定条件下独有的一种运动形式.近年来,许多学者对Duffing系统[1]和

VanderPol系统[2]进行了广泛研究,并提出了VanderPol-Duffing系统.由于VanderPol-Duffing系统

中既含有VanderPol系统维持自激振荡的非线性阻尼项,又含有Duffing系统的3次非线性恢复力

项,因此它具有非常丰富的动力学特性[3-6].目前,对VanderPol-Duffing系统的研究主要集中在其动
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力学性质方面,如混沌与分岔、微弱信号检测、稳态响应等.文献[7]提出了一类含有平方项和5次幂项

的VanderPol-Duffing系统,并应用多尺度法研究了该系统的Hopf分岔控制问题,但未能对该系统的

混沌控制问题进行深入研究.混沌控制与同步是混沌研究和应用的两个重要方面,其相关研究已取得较

多成果,如参数微扰法(OGY方法)[8-9]、时滞反馈控制法[10]、自适应控制法[11]、滑模控制法[12-13]等.滑模

变结构控制法是通过对控制器进行来回切换将系统控制到预定的状态,因此该系统具有很强的鲁棒性.
基于以上研究,本文研究一类含有平方项和5次幂项的VanderPol-Duffing系统的滑模变结构控制问

题,并在系统参数已知和未知的两种情况下分别通过构造有效的变结构滑模控制器,将该系统控制到预

期的运动状态.

1 模型的描述

VanderPol-Duffing系统的一般方程为

 ẍ-μ(1-x2)̇x+ax+bx3=fcos(ωt+ϕ). (1)

式中:x为系统的状态变量,μ为阻尼系数,a和b分别为线性和非线性刚性系数,f为外力激励的振幅,

ω为外力激励的频率,ϕ为外力激励的初相.系统(1)具有线性项和非线性3次幂项.
文献[7]给出了一类改进的VanderPol-Duffing系统,该系统同时含有平方项和5次幂项,其动力

学方程为

 ̈x-b(1-x2)̇x+a1x+a2x2+a3x3+a4x5=fcos(ωt+ϕ). (2)

其中ai(i=1,2,3,4)和b为系统参数,其余字母的含义与系统(1)中的相同字母所表示的意义相同.与
系统(1)相比可知,系统(2)增加了两个高次项,因此系统(2)的动力学行为更加复杂.

系统(2)可进一步写成如下形式的微分方程组:

 
ẋ=y,

ẏ=b(1-x2)y-a1x-a2x2-a3x3-a4x5+fcos(ωt+ϕ){ .
(3)

  采用Runge-Kutta方法对系统(3)进行数值仿真,参数取a1=-1.5,a2=3,a3=1.2,a4=2.5,

f=6,ω=2,ϕ=0,初值条件为x(0)=0.5,y(0)=0.3.系统(3)的状态变量x随参数b变化的分岔图

如图1所示.从图1可以看出,在其他参数一定的情况下,随着参数b的变化系统出现了周期运动、倍周

期分岔、混沌等现象,由此表明系统具有非常复杂的动力学行为.从图1还可以看出,当参数b=-1时,

系统处于混沌状态.当参数b=-1时,系统(3)的Lyapunov指数谱如图2所示.从图2可以看出,当参

数b=-1时,系统(3)有一个Lyapunov指数(λ1=1.2393)大于0,这说明在给定的参数条件下系统(3)

处于混沌运动状态,并具有如图3所示的混沌吸引子相图.

 图1 状态变量x随参数b变化的分岔图  图2 系统(3)的Lyapunov指数谱

2 系统参数已知的滑模变结构控制

描述参数已知的受控VanderPol-Duffing系统的方程为:
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ẋ1=x2,

ẋ2=b(1-x2
1)x2-a1x1-a2x2

1-a3x3
1-a4x5

1+fcos(ωt+ϕ)+u{ ,
(4)

式中u是滑模控制器.参数取a1=-1.5,a2=3,a3=1.2,a4=2.5,f=6,ω=2,ϕ=0,b=-1,并将系

统(4)跟踪控制到任意二阶可微有界信号y,且定义误差为e1=x1-y,e2=x2-̇y,由此可将误差系统

的动力学方程描述为

 

ė1=x2 -̇y=e2,

ė2=b[1-(e1+y)2](e2 +̇y)-a1(e1+y)-a2(e1+y)2-
  a3(e1+y)3-a4(e1+y)5+fcos(ωt)-̈y+u

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(5)

为了使误差系统(5)的零解是渐近稳定的,需要对系统(4)进行滑模控制,为此选取的滑模面为

 τ=ke1+e2, (6)

式中k>0.根据霍尔维茨定理可知,式(6)是渐近稳定的.
为了实现系统(4)的运动状态能在有限时间内到达并稳定于式(6),需构造有效的滑模控制器.首

先选取Lyapunov函数V=τ2,显然V >0.对Lyapunov函数沿式(5)对时间t求导可得

 ̇V=2τ̇τ=2(ke1+e2)(k̇e1 +̇e2)=2(ke1+e2){ke2+b[1-(e1+y)2](e2 +̇y)-
  a1(e1+y)-a2(e1+y)2-a3(e1+y)3-a4(e1+y)5+fcos(ωt)-̈y+u}. (7)

为了使得V̇<0,控制器u需要满足u=
u+,τ>0;
u-,τ<0{ .

其中u+ 和u- 分别满足

 

ke2+b[1-(e1+y)2](e2 +̇y)-a1(e1+y)-a2(e1+y)2-a3(e1+y)3-a4(e1+y)5+
  fcos(ωt)-̈y+u+<0,

ke2+b[1-(e1+y)2](e2 +̇y)-a1(e1+y)-a2(e1+y)2-a3(e1+y)3-a4(e1+y)5+
  fcos(ωt)-̈y+u->0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï .

因为混沌系统(4)和追踪信号y是有界的,因此误差e1 和e2 以及函数g(e1,e2,y)=ke2+b[1-(e1+
y)2](e2 +̇y)-a1(e1+y)-a2(e1+y)2-a3(e1+y)3-a4(e1+y)5+fcos(ωt)-̈y也是有界的.设

l1 <g(e1,e2,y)<l2,l1 和l2 为实数,则根据以上构造的变结构滑模控制器为

 u=
u+=-l2,τ>0;

u-=-l1,τ<0{ .
(8)

定理1 若选取变结构滑模控制器(8),则误差系统(5)能够在有限时间内到达并稳定于式(6),即
混沌系统(4)能够在有限时间内稳定跟踪到信号y.

下面利用数值仿真验证定理1的正确性.任意选取二阶可导的连续有界信号y=cost,取k=1,其
余参数已知,初值条件为x1(0)=0.5,x2(0)=0.3.由l1<g(e1,e2,y)<l2 和式(8)可知,若要得到对

系统所要施加的变结构滑模控制器的具体形式,需求出函数g(e1,e2,y)的上、下界.函数g(e1,e2,y)随

时间变化的序列图如图4所示.从图4可以看出,函数g(e1,e2,y)的上、下确界分别是80和-80.根据

式(8),本文取l1=-80和l2=80对系统(4)进行控制,结果如图5所示.
从图5可以看出,滑模变结构控制器(8)对系统(4)的跟踪控制效果较为理想.其中:图5(a)中的误

差曲线快速趋向于零刻度线,说明状态变量曲线快速趋向目标曲线;图5(b)中的状态曲线x1 能够快速

追踪目标曲线cost,说明所构造的变结构滑模控制器(8)能够对系统(4)进行有效控制.根据误差的定

义,当e1=x1-cost→0,e2=x2+sint→0时,x1→cost,x2→-sint,这说明滑模控制器(8)将图3
所示的混沌曲线控制到了单位圆上(如图5(c)所示).

在数值仿真中,l2 和l1 也可分别取函数g(e1,e2,y)的任意上、下界,并且l2 和l1 取值的绝对值越

大,混沌系统(4)稳定跟踪到预设信号的时间越短.因此,只要l2 和l1 取较大的绝对值就可使混沌系统

(4)跟踪到预设信号,从而使控制器的选取变得更加简单.
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  图3 系统(3)的混沌吸引子相图 图4 函数g(e1,e2,y)随时间变化的序列图

 (a)系统(4)的误差曲线   (b)系统(4)的状态变量曲线     (c)系统(4)的相图

图5 滑模控制器(8)对系统(4)的控制效果

3 参数未知系统的变结构滑模控制

描述参数未知的受控VanderPol-Duffing系统的方程为:

 
ẋ1=x2,

ẋ2=(x2
1-1)x2-a1x1-a2x2

1-a3x3
1-a4x5

1+fcos(ωt+ϕ)+u{ .
(9)

式中u是自适应滑模变结构控制器,参数向量Λ=(a1,a2,a3,a4)是未知的.假设将系统(9)跟踪控制到

任意二阶可微的连续有界信号y,且设误差为e1=x1-y,e2=x2-̇y,则由系统(9)可给出误差系统的

动力学方程:

 

ė1=x2 -̇y=e2,

ė2=[(e1+y)2-1](e2 +̇y)-a1(e1+y)-a2(e1+y)2-a3(e1+y)3-a4(e1+y)5+
  fcos(ωt)-̈y+u

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(10)

为了使误差系统(5)的零解是渐近稳定的,需对其进行滑模控制,为此选取的滑模面为

 τ=e1+e2. (11)

根据霍尔维茨定理可知,式(11)是渐近稳定的.选取Lyapunov函数V=τ2+췍ΛT췍Λ,式中췍Λ=Λ-̂Λ(̂Λ为

未知参数自适的估计量),显然V >0.对Lyapunov函数关于时间t求导可得

 ̇V=2τ̇τ+2췍ΛT췍Λ
·

=2τ(̇e1 +̇e2)+2췍ΛT췍Λ
·

=2τ{e2+[(e1+y)2-1](e2 +̇y)-a1(e1+y)-

  a2(e1+y)2-a3(e1+y)3-a4(e1+y)5+fcos(ωt)-̈y+u}+2췍ΛT췍Λ
·

. (12)

为了使V̇<0,将自适应滑模变结构控制器和未知参数的自适应律设置为

 

u=-e2-[(e1+y)2-1](e2 +̇y)+̂a1(e1+y)+̂a2(e1+y)2+
  ̂a3(e1+y)3 +̂a4(e1+y)5 +̈y-fsgn(τ),

Λ̂
·

=[-(e1+y),-(e1+y)2,-(e1+y)3,-(e1+y)5]τ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(13)
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将式(13)代入式(12)中可得

 ̇V=2τ{-췍a1(e1+y)-췍a2(e1+y)2-췍a3(e1+y)3-췍a4(e1+y)5+fcos(ωt)-fsgn(τ)}+
  2{췍a1(e1+y)+췍a2(e1+y)2+췍a3(e1+y)3+췍a4(e1+y)5}τ=2τfcos(ωt)-2τfsgn(τ).

因为2τfcos(ωt)-2τfsgn(τ)≤0,所以V̇≤0.
定理2 若选取自适应变结构滑模控制器和未知参数辨识法则(13),则误差系统(10)能够在有限

时间内到达并稳定于式(11),即混沌系统(9)能够在有限时间内稳定跟踪到信号y.
下面利用数值仿真验证定理2的正确性.任意选取二阶可导的连续有界信号y=sint,初值条件取

x1(0)=0.5,x2(0)=0.3,固有参数值为a1=-1.5,a2=3,a3=1.2,a4=2.5,f=6,ω=2,ϕ=0.由式

(13)可知,对系统(9)施加的自适应变结构控制器以及未知参数的辨识法则可分别表示为:

 u=-(x2-cost)+(1-x2
1)x2 +̂a1x1 +̂a2x2

1 +̂a3x3
1 +̂a4x5

1-
  sint-6sgn(x1+x2-sint-cost); (14)

 

â
·

1=-x1(x1+x2-sint-cost),

â
·

2=-x2
1(x1+x2-sint-cost),

â
·

3=-x3
1(x1+x2-sint-cost),

â
·

4=-x5
1(x1+x2-sint-cost)

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï .

(15)

对系统(9)施加自适应变结构滑模控制器(14)后得到的对信号y=sint的跟踪效果如图6所示.从图6
可以看出,自适应滑模控制器(14)对系统(9)的跟踪控制效果较为理想.其中:图6(a)中的误差曲线快

速稳定于零刻度线,说明状态变量曲线快速趋向目标曲线;图6(b)中的状态变量曲线x1 快速追踪到目

标曲线sint,说明所构造的自适应滑模控制器(14)能够对系统(9)进行有效的控制.根据误差的定义,

当e1=x1-sint→0,e2=x2-cost→0时,x1→sint,x2→cost,说明自适应滑模控制器(14)将图

3所示的混沌曲线控制到了单位圆上,如图6(c)所示.

(a)系统(9)的误差曲线    (b)系统(9)的状态变量曲线    (c)系统(9)的相图

图6 自适应滑模控制器(14)对系统(9)的控制效果

4 结论

本文基于Lyapunov指数理论和分岔理论对一类含有平方项和5次幂项的VanderPol-Duffing系

统进行研究发现,该系统具有非常复杂的动力学行为(包括周期运动、倍周期分岔、混沌运动等).通过构

造两类简单的变结构滑模控制器对该系统的混沌行为进行跟踪控制发现,该系统在参数已知和未知两

种情况下均能够被跟踪控制到预期的运动状态.研究还表明,在系统参数已知的情况下,该系统的变结

构滑模控制器的选取非常简单,只要l2 和l1 取绝对值较大的数值就可使该系统能够跟踪到预设的信

号,且绝对值越大,控制所需的时间越短.
(下转第63页)
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