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摘要:为了获得有非正初始能量解的爆破结果,将参数分成3类 (①β≤0,θ<0和2<p≤4+4N
;②β>

0,θ<0和2+ 4N <p<2·2*;③β>0,θ≥0和4+4N ≤p<2·2*)进行讨论,并在不同参数假设下分

别给出了一类拟线性薛定谔方程的 H2(RN)解的爆破现象.研究表明,在第 ② 类情形下,当p趋近于2+4N
时,柯西问题的解在时间无穷大时爆破.本文结果扩展了文献[8]的研究结果.
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Abstract:Inordertoobtainablowupresultforthesolutionswithnon-positiveinitialenergy,wediscussthem

bydividingtheparametersintothreecategories:(1)β≤0,θ<0and2<p≤4+4N
;(2)β>0,θ<0and

2+ 4N <p<2·2*;(3)β>0,θ≥0and4+ 4
N ≤p<2·2*.And,withvaryingdifferentparameter

assumptions,weseparatelyprovetheblowing-upphenomenaofH2(RN)-solutionforsomequasi-linear

Schrödingerequations.Theresultsshowthatforthesecondcase,papproachingto2+ 4
Nadditionally

,the

solutionsofCauchyproblemblowupwhenthetimetendstoinfinity.Theresultsofthispaperextendthe
resultsoftheliterature[8].
Keywords:quasi-linearSchrödingerequation;H2(RN)-solution;finitetime;blowup

0 引言

本文将考虑如下一类拟线性薛定谔方程
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iut+Δu+βu p-2u+θΔ(u 2)u=0,

u0=u(x,0)∈H2(RN)=W2·2(RN),x∈R{ N
(1)

的H2(RN)解的爆破现象.其中:2<p<2·2*,2*= 2N
N -2

,i2=-1,β∈R,θ∈R,u=u(x,t)∶RN ×

R+→C是复值函数,Δ=∑
N

i=1

∂2
∂x2

i
是标准的拉普拉斯算子.

目前,已有许多学者对方程(1)进行了研究,并取得了较好的研究成果.例如:方程(1)驻波解的存

在性[1-3]、方程(1)正解的存在性[2]、方程(1)解的渐近行为[4]、方程(1)柯西问题的局部或整体解的适定

性[5].2014年,Adachi等[6]在方程(1)满足2+ 4
N-2<p<

(2a-1)N+2
N-2

的条件下,刻画了方程(1)

基态解的爆破率.Guo等在p≥8,β>0,θ>0,N=1时和在β≥0,θ∈R,4+4N ≤p<2·2*时,

分别得到了方程(1)的解在有限时间爆破[7]和方程(1)的 H2(RN)解在有限时间爆破[8]的结论.1977
年,Glassey给出了如下不等式[9]:

 
d-Im∫RN

u-x·Ñud( )x

dt ≥ [n(cn -1)-2]∫RN
Ñu 2dx>0n(cn -1)-2>( )0 . (2)

受到文献[8]以及不等式(2)的启发,本文在β∈R,θ∈R,2<p<2·2*的条件下,且在参数取值允许

范围内通过选取不同取值探讨方程(1)的 H2(RN)解的爆破现象.

1 主要结果及其证明

定理1 设u(x,t)∈H2(RN)(N ≥1)是方程(1)的解,并且满足:

(I)Ñ u0 2 ∈L2(RN)和u0 ∈H2(RN);

(II)E(0)=∫RN
Ñu0 2-

2β
p

u0 p +θ
2

Ñ|u0|
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 2 dx≤0;

(III)Im∫RN
u-0x·Ñu0dx<0,并且 xu0 ∈L2(RN).

假设参数满足下列条件之一:

(IV)β≤0,θ<0,其中:①2<p<4;②4≤p≤4+4N
,并且β有界.

(V)β>0,θ<0,2+4N ≤p<2·2*.

(VI)β>0,θ≥0,4+4N ≤p<2·2*.

在上述假设条件下,方程(1)的解在有限时间关于L2(RN)梯度爆破,即lim
t→T-

0

Ñu 2
L2(RN)= +∞,解

在有限时间爆破.

注记1 当β≤0,θ<0和2<p≤4+4N
时,方程(1)的解的爆破现象仍然是开放问题;当θ=0

时,方程(1)的能量E(t)>0,除非u=0和Ñu=0才会有E(t)=0.

注记2 当β>0,θ<0时,定理1将文献[8]中p的取值范围从4+4N ≤p<2·2*拓宽为2+

4
N <p<2·2*.

注记3 定理1中的条件(VI)也是文献[8]中的关键性条件,且本文采用的引入附加参数及逼近的
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证明方法同样适用于文献[8]中的定理1.1.
在证明定理1之前,首先给出引理1.
引理1 设u是方程(1)在0≤t<t0 上的解,则下列等式均成立:

(I)∫RN
u(x,t)2dx=∫RN

u(x,0)2dx, (3)

(II)E(t)=∫RN
Ñu(x,t)2-

2β
p

u(x,t)p +θ
2

Ñ(u(x,t)2)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

2 dx,

∫RN
Ñu(x,0)2-

2β
p

u(x,0)p +θ
2

Ñ(u(x,0)2)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

2 dx=E(0), (4)

(III)ddt∫RN
u(x,t)2 x 2dx=4∫RN

Im Ñu·xu-dx, (5)

(IV)ddt -∫RN
Im Ñu·xu-d( )x =

 -2∫RN
Ñu 2dx+βN(p-2)

p ∫RN
u pdx-θ(N+2)

2 ∫RN
Ñ(u 2)2dx. (6)

为了证明方便,记:

 D(t)=∫RN
u(x,t)2 x 2dx, (7)

 D1(t)=-∫RN
Im Ñu·xu-dx. (8)

证明  1)用u- (u- 为u的复共轭)同时乘以方程(1)的两边并取积分得:

 ∫RN
iutu- +Δuu- +βu p-2uu- +θΔ(u 2)uu[ ]

- dx=0.

由上式可得:

 i2∫RN

d
dtu

2dx-∫RN
[Ñu·Ñu- +βu p -θ (Ñ u 2)2]dx=0.

取上式的虚部可得∫RN

d
dtu

2dx=0,由此引理1中的(I)得证.

2)用u-t 同时乘以方程(1)的两边并取积分得:

 ∫RN
[iut

2+Δuut+βu p-2uut+θΔ(u 2)uut]dx=0.

由上式可得:

 i∫RN
ut

2dx-12∫RN

d
dt

Ñu 2+β
p
d
dtu p -θ

4
d
dt

Ñ(u 2)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

2 dx=0,

 i∫RN
ut

2dx=ddt∫RN

1
2

Ñu 2-β
p
d
dtu p +θ

4
Ñ(u 2)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

2 d{ }x .

对上式取实部即可证得引理1中的(II).
3)用u- x 2 同时乘以方程(1)的两边并取积分得:

 i∫RN
utu- x 2dx+∫RN

Δuu- x 2+βu p-2uu- x 2+θΔ(u 2)uu- x[ ]2 dx=0.

由上式可得:

 i2∫RN

d
dtu 2 x 2dx+∫RN

[βu p x 2- Ñu·Ñu- x 2+ Ñuu-·Ñ x 2-

  θ Ñ(u 2) x 2-θÑ u 2u2·Ñ x 2]dx=0,

 i2
d
dt∫RN

u 2 x 2dx+∫RN
[βu p x 2-2Ñu·xu- - Ñu 2 x 2-θ Ñ(u 2) x 2-
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  2θÑ u 2·xu2]dx=0.
对上式取虚部即可证得引理1中的(III).

4)由于u是方程(1)的解,则对式(8)关于t求一次导数可得:

 dD1(t)
dt =-Im∫RN

(u-txÑu+u-xÑut)dx=-Im∫RN
(2xÑu- +Nu-)utdx=

  Re∫RN
(2xÑu- +Nu-)(Δu+βu p-2u+θ(Δu 2)u)dx. (9)

由于

 Re∫RN
(2xÑu- +Nu-)Δudx=-Re∫RN

[ÑuÑ(2xÑu-)+N ÑuÑu-]dx=-N∫RN
Ñu 2dx-

  2∫RN
Ñu 2dx-∫RN

xÑ Ñu 2dx=-2∫RN
Ñu 2dx, (10)

 Re∫RN
(2xÑu- +Nu-)u p-2udx=N∫RN

u pdx+∫RN
u p-2xÑ u 2dx=N∫RN

u pdx+

  2
p∫RN

xÑ u pdx=N∫RN
u pdx-2p∫RN

Ñ·x u pdx=N(p-2)
p ∫RN

u pdx, (11)

 Re∫RN
(2xÑu- +Nu-)(Δu 2)udx=Re∫RN

N(Δu 2)u 2dx+∫RN
(xÑ u 2)(Δu 2)dx=

  -N∫RN
Ñ u 2 2dx-∫RN

Ñ u 2 Ñ(xÑ u 2)dx=-(N+1)∫RN
Ñ u 2 2dx-

  12∫RN
xÑ Ñ u 2 2dx=-(N+1)∫RN

Ñ u 2 2dx+N
2∫RN

Ñ u 2 2dx=

  -N+2
2∫RN

Ñ u 2 2dx, (12)

因此将式(10)、(11)及式(12)代入式(9)即得式(6),由此可知引理1中的(IV)得证.

下面对定理1中的E(0)≤0和Im∫RN
Ñu·xu-dx<0做合理性分析.选择与文献[8]一样的检验函

数u(x)=λe-i x 2

φ(x),λ>0,这里φ(x)是一个实泛函,x∈RN,i2=-1.因为Im∫RN
Ñu·xu-dx=-

2λ2∫RN
x 2 φ 2dx,所以无论是哪种情况,Im∫RN

Ñu·xu-dx<0都成立.

下面验证E(0)≤0.根据检验函数u(x)的定义和引理1中的(II)有:

 E(0)=λ2∫RN
(4x 2 φ 2+ Ñφ 2)dx-

2βλp-2

p∫RN φ pdx+λ2θ
2∫RN

Ñ φ 2 2dé

ë
ê
ê

ù

û
ú
úx . (13)

由以上可知,可以在不同允许取值参数范围内对E(0)≤0进行讨论.

第1种情形  因为β≤0,θ<0及2<p≤4+4N
,所以在式(13)中只有第3个积分项是负的,

且容易推得E(0)≤0.事实上,当2<p<4时,有0<p-2<2.因此,当λ足够大时,E(0)≤0成立.

当4≤p≤4+4N
,λ≥1时,有λp-2 ≥λ2,且式(13)中的第1个积分项恒正.又因为β有界,所以

E(0)≤0成立.
第2种情形 因为β>0,θ<0,所以式(13)中的第2个和第3个积分项都是非正的,并且第3个

积分项恒负.而p>2,故当λ足够大时,E(0)≤0成立.
第3种情形  因为β>0,θ≥0,所以在式(13)中只有第2个积分项是负的.而p>4,故当λ足

够大时,E(0)≤0成立.
定理1的证明  根据E(0)≤0的爆破理论,需要从式(6)中得到如下不等式:
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 dD1(t)
dt ≥α∫RN

Ñu 2dx>0,α>0. (14)

为了能使爆破指数p在定理1中的3种假设((IV)、(V)和(VI))条件下均能使式(14)成立,本文引入了

一个参数α(α>0).于是由式(6)可得:

 dD1(t)
dt =-αE(t)+(α-2)∫RN

Ñu 2dx+β(Np-2N-2α)
p ∫RN

u pdx+

  θα-(N+2[ ])
2 ∫RN

Ñ(u 2)2dx. (15)

由式(15)可知,只需得到式(16)即可得到式(14).

 dD1(t)
dt ≥ (α-2)∫RN

Ñu 2dx>0,(α-2)>0. (16)

由于引入的常数α与方程(1)无关,所以不能将定理1的条件直接代入式(15)进行验算.因此,在满足式

(16)的条件下,本文利用式(15)对p的取值范围进行如下分析:

第1种情形  当β≤0,θ<0和E(0)≤0时,由式(15)可知α>0,α-2>0,p≤2+4N
和

α≤N+2.结合2<p<2·2*,可推得2<p≤2+2+2α
N .当α取最大值时,p的取值范围最大;而

α的最大值是N +2,故p的最大取值范围是2<p≤4+4N.

第2种情形  根据β>0,θ<0和E(0)≤0与2<p<2·2*,可以推得2+2αN ≤p<2·2*

和α≤N+2,且只有当α达到最小值时p 的取值范围达到最大.又因为α>2,故p的取值范围是2+
4
N <p<2·2*.

第3种情形  根据β,θ的条件和E(0)≤0与2<p<2·2*,可推得2+2αN ≤p<2·2*和

α≥N+2,且只有当α取最小值N +2时,p的取值范围达到最大,故p的最大取值范围是4+4N ≤

p<2·2*.
根据D(t)、D1(t)的定义以及式(6)、(16)、柯西 施瓦兹不等式和变量分离法可得:

 D1(t)≥ D1(0)D(0)
D(0)-D1(0)(α-2)t. (17)

式(17)的详细证明可参见文献[8].由式(17)可进一步推得t0= D(0)
D1(0)(α-2)

.取T*=t0,则存在T0≤

T*,使得

 lim
t→T-

0

Ñu L2(RN)≥lim
t→T-

0

D1(0)[D1(0)]
1
2

D(0)-D1(0)(α-2)t=+∞. (18)

由式(18)可知,方程(1)的解在有限时间爆破.
推论1 设u(x,t)∈H2(RN)(N≥1)是方程(1)的解,同时满足定理1中的(I)、(II)、(III)和(V),

则方程(1)的解u(x,t)在指数p的取值范围(2+2αN ≤p<2·2*)逼近最大范围(2+4N <p<2·2*)

时依赖于ε,且在时间T*= D(0)
D1(0)ε ε→0

→ +∞ 时爆破.

定理1中p和α 的取值范围是2+2αN ≤p<2·2*,并且α满足α≤2+N.又因为在定理1的证

明中要求α>2,所以只有当α无限地趋近于2时,p的取值范围才能无限地趋近最大.因此,可以用逼近
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的方法表示p的最大取值范围.当α趋近于2时(可以用α=2+ε来表示,其中ε是任意小的正常数),p

的最大逼近范围是2+4+2ε
N ≤p<2·2*.由以上可知爆破时间T*与α有关,因此在p的最大取值范

围内可以研究方程(1)解的爆破现象.
推论1的证明  根据定理1的证明可以得

 T*=t0= D(0)
D1(0)(α-2)

, (19)

且p的最大逼近范围是2+4+2ε
N ≤p<2·2*,其中α=2+ε.将α=2+ε代入式(19)得T*=t0=

D(0)
D1(0)ε

.故当ε→0时,T*→ +∞ 且式(18)成立,由此知推论1成立.
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