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全空间上一类Kirchhoff型问题
正基态解的存在性

吴燕林, 钱晓涛
(阳光学院 基础教研部,福建 福州350015)

摘要:在全空间上应用Nehari流形和集中紧性原理研究了如下一类Kirchhoff型问题:

- a+b∫RN
Ñu 2d( )x Δu+u=Q(x)u p-2u,x∈RN;

u∈H1(RN),u>0,x∈RN{ ,

并证明了该问题至少存在一个正基态解.该结果补充了文献[1-4]关于正基态解的存在性结果.
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Existenceofgroundstatepositivesolutionforaclassof
Kirchhofftypeproblemonunboundeddomain

WUYanlin, QIANXiaotao
(DepartmentofBasicTeachingandResearch,YangoUniversity,Fuzhou350015,China)

Abstract:WestudythefollowingclassofKirchhofftypeproblemonunboundeddomain

- a+b∫RN
Ñu 2d( )x Δu+u=Q(x)u p-2u,x∈RN;

u∈H1(RN),u>0,x∈RN{ ,

andprovetheexistenceofatleastonegroundstatepositivesolutionbyusingNeharimanifoldandconcentra-
tioncompactprinciple.Theresultcanbeseenasasupplementofliterature[1-4]concerningtheexistenceof

groundstatepositivesolution.
Keywords:Kirchhoffproblem;groundstatepositivesolution;variationalmethod;Neharimanifold;concen-
trationcompactprinciple

0 引言

本文考虑如下Kirchhoff型问题:

 
- a+b∫RN

Ñu 2d( )x Δu+u=Q(x)u p-2u,x∈RN;

u∈H1(RN),u>0,x∈RN

ì

î

í
ïï

ïï .
(1)

其中:a,b>0;N=2,3;非线性项幂次4<p<2*(2*=+∞,当N=2;2*=6,当N=3);位势函数

Q(x)>0,且Q(x)∈L∞(RN).
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当a=1,b=0,2<p<2*,Q(x)>0且1= lim
x → ∞

Q(x)=inf
x∈RN

Q(x)时,文献[1]证明了问题(1)

至少存在一个正解.文献[2]减弱了Q(x)在无穷远处所需满足的渐近条件,通过无穷远处的集中紧性

原理也证得了文献[1]的结果.当N=3,Q(x)≡1时,文献[3-4]分别研究了问题(1)次临界和临界的

情形,并均证得了问题(1)至少存在一个正基态解.当Q(x)变号时,文献[5]证得了问题(1)至少存在一

个正解.文献[6]进一步研究了Q(x)变号且b<0的情形.受上述文献的启发,本文研究Q(x)>0,且

Q(x)既不满足无穷远处的渐近性质,也不是一个常数时方程(1)解的存在性.
为了得到问题(1)的正解,本文定义如下泛函:

 I(u)=a
2 u 2+b

4∫RN
Ñu 2d( )x

2
-1p∫RN

Q(x)(u+)pdx,

其中u+=maxu(x),{ }0 ,u 2=∫RN
a Ñu 2+ u 2dx,即 u 是H1(RN)空间中由相应内积诱导的

等价范数.众所周知,泛函I的非平凡临界点就是问题(1)的非负非平凡解.

1 预备知识

给出一些记号:H1(RN)和Ls(RN)(2≤s≤2*)均为标准的Sobolev空间,⇀和→分别表示弱收

敛和强收敛,Br(x0)表示以x0为中心、r为半径的球.当无特别指出时,默认为收敛是n→∞情况下的.
固定p∈(2,2*),则由 H1(RN)的嵌入性质可定义如下:

 Sp∶=inf∫RN
a Ñu 2+ u 2dx:∫RN

u pdx={ }1 >0.

以下首先证明泛函I具有山路几何结构.
引理1 泛函I满足以下两个条件:①存在α,ρ>0,使得对所有的 u =ρ都有I(u)≥α>0;②

存在e∈H1(RN),使得 e >ρ且I(e)<0.

证明  1)因 为 I(u)= a
2 u 2 + b

4∫RN
Ñu 2d( )x

2
- 1

p∫RN
Q(x)(u+)pdx ≥ a

2 u 2 -

Q(x) ∞

p ∫RN
u pdx≥a

2 u 2- Q(x) ∞

p
S-p/2

p u p=a
2 u 2 1-2Q(x) ∞S-p/2

p

p
u p-æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ,所以存

在α,ρ>0,使得对所有的 u =ρ都有I(u)≥α>0.
2)取u0 ∈H1(RN)满足u0 ≥0和 u0 =1,则

 lim
t→+∞

I(tu0)=lim
t→+∞

a
2t

2 u0 2+b
4t

4∫RN
Ñu0 2d( )x

2
-1p

tp∫RN
Q(x)(u0)pdé

ë
êê

ù

û
úúx =-∞.

因此存在t0 >ρ,使得I(t0u0)<0.令e=t0u0,由此引理1得证.
根据引理1和山路定理可得泛函I 的一列(PS)c*序列 u{ }n ⊂ H1(RN)满足I(un)→c* 和

I′(un)→0,其中c*∶=inf
γ∈Γ
max

t∈[0,1]
Iγ(t( ))≥α>0,Γ= {γ∈C([0,1],H1(RN)):γ(0)=0,Iγ(1( ))<0}.

引理2 u{ }n 在H1(RN)中有界.
证明  由 u{ }n 是泛函I的一列(PS)c*序列可知

 c*+1+o(1)≥I(un)-14
<I′(un),un>=14 un

2+ 1
4-1æ

è
ç

ö

ø
÷

p∫RN
Q(x)(u+

n)pdx≥ 14 un
2,

所以 u{ }n 在H1(RN)中有界.

引理3 存在一列 y{ }n ⊂RN 和常数R,β>0,使得liminf
n→+∞∫BR(yn)

un
2dx≥β>0.

证明  若引理3的结论不成立,则由集中紧性原理[7]可知,对于任意的r∈ 2,2( )* ,有un →0于

Lr(RN).因此由Vitali收敛定理和Q(x)∈L∞(RN)可知,有∫RN
Q(x)(u+

n)pdx→0.由此可得
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 o(1)=<I′(un),un>= un
2+b∫RN

Ñun
2d( )x

2
-∫RN

Q(x)(u+
n)pdx=

  un
2+b∫RN

Ñun
2d( )x

2
+o(1),

因此un →0于 H1(RN).于是有Iu( )n →0,这与Iu( )n →c*≥α>0矛盾.引理3证毕.
为了得到方程(1)的基态解,定义如下的Nehari流形:

 Λ= u∈H1(RN)\{0}:G(u)={ }0 ,

其中G(u)=<I′(u),u>.
引理4 对于任意的u∈Λ,存在常数σ,δ>0使得 u ≥σ且<G′(u),u>≤-δ.
证明  对于任意的u∈Λ,有

 0=<I′(u),u>= u 2+b∫RN
Ñu 2d( )x

2
-∫RN

Q(x)(u+)pdx≥ u 2- Q(x) ∞S-p/2
p u p.

令σ=(Q(x) ∞S-p/2
p )-1/(p-2),于是有 u ≥σ,进而可得

 <G′(u),u>=2u 2+4b∫RN
Ñu 2d( )x

2
-p∫RN

Q(x)(u+)pdx=

  (2-p)u 2+b(4-p)∫RN
Ñu 2d( )x

2
≤-(p-2)u 2 ≤-(p-2)σ2.

令δ=(p-2)σ2,由此即可证得引理4成立.
由文献[8]中命题3.11的证明可知,对于任意的u∈H1(RN)\{0},都存在t(u)使得t(u)u∈Λ且

c*=inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iγ(t( ))=inf
u∈Λ

I(u).又由引理4可知,G′(u)≠0.因此,若泛函I在u*∈Λ达到极小值c*,

则u*是泛函I的非平凡临界点.

2 主要结果及其证明

定理1 问题(1)至少存在一个正基态解.
证明  由引理1和引理2知,泛函I存在一个有界(PS)c*序列 u{ }n ⊂H1(RN).由引理3知,存在

一列 y{ }n ⊂RN 和常数R,β>0使得liminf
n→ ∞∫BR(yn)

un
2dx≥β>0.

令vn(x)∶=un(x+yn),则由全空间RN 的平移不变性知 v{ }n 也是泛函I的一个有界(PS)c*序列.
于是,可以假设v*∈H1(RN)满足vn⇀v*于 H1(RN),且vn →v*于L2 BR(0( )).又因为

 ∫BR(0)
v*

2dx=liminf
n→ ∞∫BR(0)

vn
2dx=liminf

n→ ∞∫BR(yn)
un

2dx≥β>0,

所以v*≠0.

由范数的弱下半连续性知,有liminf
n→ ∞∫RN

Ñvn
2dx ≥∫RN

Ñv*
2dx.再由 v{ }n 是泛函I 的一个

(PS)c*序列知,若liminf
n→ ∞∫RN

Ñvn
2dx>∫RN

Ñv*
2dx,则对于任意的φ∈H1(RN)有

 0=liminf
n→ ∞

<I′(vn),φ>=

  liminf
n→ ∞ ∫RN

aÑvnÑφ+vn( )φ dx+b∫RN
Ñvn

2dx∫RN
ÑvnÑφdx-∫RN

Q(x)(v+
n)p-1φd[ ]x =

  ∫RN
aÑv*Ñφ+v*( )φ dx+bliminf

n→ ∞∫RN
Ñvn

2d( )x∫RN
Ñv*Ñφdx-∫RN

Q(x)(v+
*)p-1φdx>

  ∫RN
aÑv*Ñφ+v*( )φ dx+b∫RN

Ñv*
2dx∫RN

Ñv*Ñφdx-∫RN
Q(x)(v+

*)p-1φdx.

在上式中,取φ=v*,则
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 <I′(v*),v*>= v*
2+b∫RN

Ñv*
2d( )x

2
-∫RN

Q(x)(v+
*)pdx<0. (2)

再取t*=t*(v*)∈R+ 使得t*v*∈Λ,则

 <I′(t*v*),t*v*>=t2* v*
2+bt4*∫RN

Ñv*
2d( )x

2
-tp

*∫RN
Q(x)(v+

*)pdx=0.

将上面的等式两边同除以tp
*得

 1
tp-2
*

v*
2+b 1

tp-4
*∫RN

Ñv*
2d( )x

2
=∫RN

Q(x)(v+
*)pdx.

将上式代入式(2)得 1- 1
tp-2

æ

è
ç

ö

ø
÷

*
v*

2+b1- 1
tp-4

æ

è
ç

ö

ø
÷

* ∫RN
Ñv*

2d( )x
2
<0,所以t*∈(0,1).再由Fatou引

理有

 c*≤I(t*v*)=I(t*v*)-14
<I′(t*v*),t*v*>=

  14t
2
* v*

2+ 1
4-1æ

è
ç

ö

ø
÷

p tp
*∫RN

Q(x)(v+
*)pdx< 14 v*

2+ 1
4-1æ

è
ç

ö

ø
÷

p∫RN
Q(x)(v+

*)pdx≤

  liminf
n→ ∞

1
4 vn

2+ 1
4-1æ

è
ç

ö

ø
÷

p∫RN
Q(x)(v+

n)pdé

ë
êê

ù

û
úúx =liminf

n→ ∞
I(vn)-14

<I′(vn),vn
é

ë
êê

ù

û
úú>=c*.

c*<c*矛盾,所以liminf
n→∞∫RN

Ñvn
2dx>∫RN

Ñv*
2dx不可能成立.于是可知,liminf

n→∞∫RN
Ñvn

2dx=

∫RN
Ñv*

2dx.因此<I′(v*),v*>=0,即v*∈Λ.进而可得

   c*≤I(v*)=I(v*)-14
<I′(v*),v*>≤liminf

n→ ∞

1
4 vn

2+ 1
4-1æ

è
ç

ö

ø
÷

p∫RN
Q(x)(v+

n)pdé

ë
êê

ù

û
úúx =c*,

其中第2个不等式使用了Fatou引理,故I(v*)=c*.这表明v*≥0是问题(1)的非平凡基态解.再由标

准的正则性提升方法和强极大值原理可知,v*>0.综上可知,v*是问题(1)的正基态解,定理1证毕.
注 显然,文献[1-4]的Q(x)均满足本文的条件,因此本文的结果可以看作是文献[1-4]的补充.
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