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摘要:
 

为研究水资源非线性损失(因自然或人为原因造成的损失)对植被生长的影响,依据生态模型建立了一

种植被与水资源相互影响的微分方程模型.首先,对该模型平衡点的性态进行了分析;其次,利用Dulac判别

法证明了模型的正平衡点是全局渐近稳定的,并给出了其生态意义;最后,对模型进行了数值仿真,并分析了

水资源损失的变化对植被生长的影响.该研究结果可为合理调控水资源与植被的相互关系提供理论依据.
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Abstract:
 

To
 

study
 

the
 

impact
 

of
 

nonlinear
 

loss
 

of
 

water
 

resources
 

(caused
 

by
 

natural
 

or
 

human
 

factors)
 

on
 

vegetation
 

growth,
 

a
 

differential
 

equation
 

model
 

for
 

the
 

interaction
 

between
 

vegetation
 

and
 

water
 

resources
 

was
 

established
 

based
 

on
 

an
 

ecological
 

model.Firstly,
 

the
 

behavior
 

of
 

the
 

equilibrium
 

point
 

of
 

the
 

model
 

was
 

analyzed;
 

Secondly,
 

the
 

Dulac
 

discriminant
 

method
 

was
 

used
 

to
 

prove
 

that
 

the
 

positive
 

equilibrium
 

point
 

of
 

the
 

model
 

was
 

globally
 

asymptotically
 

stable,
 

and
 

the
 

ecological
 

significance
 

was
 

given;
 

Finally,
 

numerical
 

simula-
tions

 

were
 

conducted
 

on
 

the
 

model
 

to
 

analyze
 

the
 

impact
 

of
 

changes
 

in
 

water
 

resource
 

loss
 

on
 

vegetation
 

growth.The
 

research
 

results
 

can
 

provide
 

theoretical
 

basis
 

for
 

reasonable
 

regulation
 

of
 

the
 

relationship
 

between
 

water
 

resources
 

and
 

vegetation.
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0 引言

植被和水资源是生态系统的重要组成部分,其中水资源决定了植被的生长状态.由于干旱地区的降

水量存在很大的不稳定性,因此其对干旱地区的植被生长具有较大影响,并进而会影响整个干旱地区的

生态系统平衡.为了研究干旱地区的水资源损失对绿洲植被的影响,近年来一些学者对荒漠 绿洲系统

与水资源的相互关系做了一些理论研究[1-4],但应用微分方程生态模型对两者的关系进行研究得较

少[5-6].2014年,冯建刚等[6]在水资源损失为线性的情形下研究了如下水资源和植被系统相互影响的微



延边大学学报(自然科学版) 第49卷  

分方程模型:

 

dx
dt=r-cx-ny-hxy,

dy
dt=axy-βy.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(1)

研究显示:植被的退化不会周期性发生;当降雨量过少时,植被会因缺水而导致其逐渐退化和形成荒漠;

当降雨量充足时,植被的密度取决于水的供给数量.但在实际中,由于水资源的损失大多是非线性的,因

此本文在文献[6]研究的基础上考虑水资源非线性损失对植被生长的影响,并建立和研究如下模型:

 

dx
dt=a-bxθ -cy-dxy,

dy
dt=y(-h+ex).

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(2)

其中:a、b、c、d、e、h 均为正常数,x 表示地下水资源,y 表示植被密度,a 表示地下水的增量,b表示因

土壤渗透而导致的水的损失率,-bxθ 表示水资源的非线性损失,c表示单位密度的植被蒸散量,h表示

因缺水而导致的植被死亡率,dxy 表示植被对水的吸收量,exy 表示植被的生长量.
注1 文献[6]研究的是θ=

 

1时的情形,本文研究的是θ>0且θ≠1时的情形.

1 预备知识

定义1[6] 对于驻定微分方程组dy
dt=f(y),

 

y∈D ⊆Rn,若方程组f(y)=
 

0的解y=y*为相空

间中满足微分方程组的点,则称y=y*为平衡解(驻定解、常数解),又称为奇点(平衡点).
定理1[6](Bendision-Dulac判别法) 若在单连通区域 G 内存在函数B(x,y)∈C1(G),使得

∂(BP)
∂x +

∂(BQ)
∂y ≥0(≤0),

 

(x,y)∈G,且不在G 的任一子区域内恒为零,则系统不存在全部位于G

内的闭轨线和具有有限个奇点的奇异闭轨线.其中函数B(x,y)常称为Dulac函数.
定理2[6] 对应于矩阵A 的特征根的不同情况,微分方程组零解的稳定性态为:

1)若特征根均具有负实部,则方程组的零解是渐近稳定的.

2)若有正实部的特征根,则方程组的零解是不稳定的.

2 模型的平衡点分析

由模型(2)的生态意义知,只需在􀭺G=
 

(x,y)|x≥0,y≥0  上对模型(2)的平衡点进行讨论即可.

引理1 ① 当a
b ≤

h
e  θ时,模型(2)有平衡点A(x0,0).② 当a

b >
h
e  θ

 

时,模型(2)有平衡点

A(x0,0)和正平衡点B(x1,y1).

证明 解方程组
 

dx
dt=a-bxθ -cy-dxy=

 

0,

dy
dt=y(-h+ex)=

 

0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

可得模型(2)的所有可能的平衡点均存在以下两

种情形:
 a-bxθ =

 

0,

y=
 

0 
 

和
 a-bxθ -cy-dxy=

 

0,

-h+ex=
 

0. 
解第1种情形可得

  x=
a
b  

1
θ,

y=
 

0.

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

  

记x0=
a
b  

1
θ,则由方程的解可知,此时存在平衡点A(x0,0).
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解第2种情形可得
 

y=
 be
ce+dh

a
b -

h
e  θ􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,

x=
 h
e.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

 

记x1=
 h
e
,

 

y1=
 be
ce+dh

a
b -

h
e  θ􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,则由方程

的解可知,仅当a
b >

h
e  θ时,存在正平衡点B(x1,y1).

定理3 ① 当a
b <

h
e  θ

 

时,平衡点A(x0,0)是稳定的结点.② 当a
b =

h
e  θ

 

时,正平衡点B(x1,

y1)与平衡点A(x0,0)重叠,且此时平衡点A(x0,0)和正平衡点B(x1,y1)均是高次奇点.③ 当a
b >

h
e  θ

 

时,平衡点A(x0,0)是鞍点,正平衡点B(x1,y1)是稳定的结点.

证明 模型(2)对应的雅可比矩阵为:

 J(x,y)=
-bθxθ-1-dy -c-dx

ey ex-h
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁􀪁 ,

且其特征方程为λ2+(bθxθ-1+dy-ex+h)λ+beθxθ -bhθxθ-1-dhy-cey=
 

0.下面利用雅可比

矩阵对应的行列式和迹来判定平衡点所对应的特征根的符号,具体如下:

 detJ(x0,0)=(-bθxθ-1
0 )(ex0-h)=-beθ a

b  1-
1
θ a

b  
1
θ
-

h
e  ,

 trJ(x0,0)=-bθxθ-1
0 +ex0-h=-bθ a

b  1-
1
θ
+e a

b  
1
θ
-

h
e  ,

 detJ(x1,y1)=(-bθxθ-1
1 -dy1)(ex1-h)+ey1(c+dx1)=

 bce2+bedh
ce+dh

a
b -

h
e  θ􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,

 trJ(x1,y1)=-bθxθ-1
1 -dy1+ex1-h=-bθ a

b  1-
1
θ
-

bed
ce+dh

a
b -

h
e  θ􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 .

于是由微分方程定性理论的平衡点理论可得:

1)当a
b <

h
e  θ

 

时,对于平衡点 A(x0,0),有detJ(x0,0)=-beθ a
b  1-

1
θ a

b  
1
θ
-

h
e  >0, 

trJ(x0,0)=-bθ a
b  1-

1
θ
+e a

b  
1
θ
-

h
e  <0.此时平衡点A(x0,0)的特征根均具有负实部,故平衡

点A(x0,0)是稳定的结点.

2)当a
b =

h
e  θ

 

时,正平衡点 B(x1,y1)与平衡点 A(x0,0)重叠,且detJ(x0,0)=-beθ×

a
b  1-

1
θ a

b  
1
θ
-

h
e  = 

0,故平衡点A(x0,0)和正平衡点B(x1,y1)均是高次奇点.

3)当a
b >

h
e  θ

 

时,对于平衡点A(x0,0),有detJ(x0,0)=-beθ
a
b  1-

1
θ a

b  
1
θ
-

h
e  <0,且此

时平衡点A(x0,0)的特征根具有正实部,故平衡点A(x0,0)是不稳定的鞍点.对于正平衡点B(x1,

y1),有detJ(x1,y1)=(-bθxθ-1
1 -dy1)(ex1-h)+ey1(c+dx1)=

 bce2+bedh
ce+dh

a
b -

h
e  θ􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 >0,
 

trJ(x1,y1)=-bθ
a
b  1-

1
θ
-

bed
ce+dh

a
b -

h
e  θ􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 <0,且此时正平衡点B(x1,y1)的特征根均具有负

实部,故正平衡点B(x1,y1)是稳定的结点.
定理4 模型(2)的正平衡点B(x1,y1)是全局渐近稳定的.
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证明 由定理3知正平衡点B(x1,y1)是局部渐近稳定的.再由微分方程定性理论可知,若模型(2)

在G= (x,y)|x >0,y>0  内不存在闭轨线,则正平衡点B(x1,y1)是全局渐近稳定的.对模型(2)

取Dulac函数B(x,y)=y-1 可得∂
(BP)
∂x +

∂(BQ)
∂y =-

bθxθ-1

y -d<0,于是再由Dulac定理可知,模

型(2)在G= (x,y)|x>0,y>0  内不存在闭轨线,故正平衡点B(x1,y1)是全局渐近稳定的,证毕.

3 水资源 植被系统的生态意义

由上述对平衡点的分析可以得出以下结论:

1)当a
b ≤

h
e  θ

 

时,由定理1中的 ① 可知平衡点A(x0,0)是渐近稳定的.这说明当土壤渗透和水

分蒸发作用过强或人为用水量过大时,即水资源的非线性损失过大时,将会造成植被系统因缺水而不断

退化,并最终形成荒漠.因此,此时可通过引调水工程或人工降雨等措施使植被系统保有充足水量,以防

止植被退化和促进绿洲生态系统的恢复.

2)当a
b >

h
e  θ

 

时,由定理1中的③可知正平衡点B(x1,y1)是渐近稳定的.这说明当土壤渗透和

水分蒸发作用较弱或人为用水量较小时,即水资源的非线性损失较小时,植被系统可拥有充足的水资

源,植被生产旺盛,有利于水资源与植被生长保持平衡.

4 数值模拟仿真

分别在a
b <

h
e  θ

 

(例1)和a
b >

h
e  θ

 

(例2)两种情形下,仿真分析不同参数θ下水资源 植被系

统平衡点附近的轨线结构.
例1 在模型(2)中取参数a=

 

2,
 

b=
 

4,
 

c=
 

3,
 

d=
 

5,
 

e=
 

1,
 

h=
 

7,得如下模型:

 

dx
dt=

 

2-4xθ -3y-5xy,

dy
dt=y(-7+x).

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
(3)

1)取θ=
 1
2.此时模型(3)满足条件a

b <
h
e  θ,且存在稳定的结点A(14

,0).图1是模型(3)在初

值为x(0)=
 

0.5,y(0)=
 

1时的轨线图.由图1可以看出:初始时,植被数量因水资源数量的损失而快速

减少;随着时间的推移,水资源数量递减至最低点后又逐步增加至稳定值1
4
,但植被数量仍继续减少,

直至为0.这说明,在该条件下水资源在初期损失较大后,即使后期水资源数量有所增加,但仍无法满足

植被的生长需求,进而使得植被逐渐退化并形成荒漠.

2)取θ=
 1
8.此时模型(3)仍满足条件a

b <
h
e  θ,且存在稳定的结点A(1256

,0).图2为θ=
 1
8

时

模型(3)在初值为x(0)=
 

0.5,y(0)=
 

1时的轨线图.由图2可以看出:当θ 从1
2

变成1
8

时,水资源数

量快速减少并出现负值,由此说明当θ=
 1
8

时植被退化和形成荒漠的速度大于θ=
 1
2

时.

3)取θ=
 

2.此时模型(3)仍满足条件a
b <

h
e  θ,且存在稳定的结点A(22

,0).图3为θ=
 

2时模

型(3)在初值为x(0)=
 

0.5,y(0)=
 

1时的轨线图.对比图3和图1可以看出:此时水资源数量的损失比

251



 第2期 石志高:水资源非线性损失对植被生长影响的模型研究

θ=
 1
2

时虽略少一些,但仍无法满足植被的生长需求,植被仍然会逐渐退化并形成荒漠.

例2 在模型(2)中取参数a=
 

6,
 

b=
 

2,
 

c=
 

2,
 

d=
 

4,
 

e=
 

5,
 

h=
 

1,得如下模型:

 

dx
dt=

 

6-2xθ -2y-4xy,

dy
dt=y(-1+5x).

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(4)

1)取θ=
 1
2.此时模型(4)满足条件a

b >
h
e  θ,且存在稳定结点B(15

,15- 5
7

).图4是模型(4)

在初值为x(0)=
 

0.5,y(0)=
 

1时的轨线图.由图4可以看出:初始时,植被数量因水资源数量略有增加

而快速增加;随着时间的推移,当水资源数量逐步减少至稳定值1
5

时,植被数量仍不断增加,直至达到

稳定值15- 5
7 .这说明,在该条件下水资源数量虽出现先增加后减少的现象,但减少后剩余的水资源

总量仍然能够满足植被的生长需求,并最终可使水资源数量和植被数量达到平衡.

图1 θ =
1
2

时模型(3)的轨线图

图3 θ =2时模型(3)的轨线图

图2 θ =
1
8

时模型(3)的轨线图

图4 θ =
1
2

时模型(4)的轨线图

2)取θ=
 1
12.

此时模型(4)仍满足条件a
b >

h
e  θ,且存在稳定结点B(15

,5(3-
12
0.2)

7
).图5为

θ=
 1
12

时模型(4)在初值为x(0)=
 

0.5,y(0)=
 

1时的轨线图.由图5可以看出:当θ从1
2

变成1
12

时,

植被数量因水资源数量的损失速度比θ=
 1
2

时快而有所减少,但剩余的水资源总量仍能满足植被的生

长需求,使植被数量最终达到稳定值5
(3-

12
0.2)

7 .这说明,在初始水资源不充足的情况下,水资源损失
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较大时其对植被数量的影响也相对较大,但只要剩余的水资源总量仍足以满足现有植被的生长需求,两

者最终能达到平衡状态.

3)取θ=
 

6.此时模型(4)仍满足条件a
b >

h
e  θ,且存在稳定的结点B(15

,46874
21875

).图6为θ=
 

6

时模型(4)在初值为x(0)=
 

0.5,y(0)=
 

1时的轨线图.对比图6和图4可以看出:此时水资源数量的损

失比θ=
 1
2

时虽然略微少一些,但植被数量大于θ=
 1
2

时的情形,并最终达到稳定值46874
21875.

这说明,在

初始水资源不充足的情况下,水资源的损失较小时其对植被数量的影响也相对较小,因此比θ=
 1
2

情形

时其更易达到平衡状态.

图5 θ =
1
12

时模型(4)的轨线图
图6 θ =6时模型(4)的轨线图
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