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摘要:
 

为提高Bezier曲线曲面在计算机辅助几何设计中的造型能力,给出了一类带形状参数的双三次Bezier
三角曲面的定义,并利用基函数性质、曲线性质和曲面性质得到了曲面间不同方向的G1 拼接条件及拼接算

法.实例计算表明,该算法可有效提高曲面形状的可控性.
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Abstract:
 

In
 

order
 

to
 

improve
 

the
 

modeling
 

ability
 

of
 

Bezier
 

surfaces
 

in
 

computer
 

aided
 

geometric
 

design,
 

the
 

bicubic
 

Bezier
 

triangular
 

surface
 

with
 

shape
 

parameters
 

was
 

defined.The
 

G1
 

splicing
 

conditions
 

in
 

different
 

directions
 

and
 

the
 

splicing
 

algorithm
 

between
 

surfaces
 

were
 

obtained
 

by
 

using
 

the
 

properties
 

of
 

basis
 

function,
 

curve
 

and
 

surface.The
 

examples
 

show
 

that
 

the
 

algorithm
 

can
 

effectively
 

improve
 

the
 

controllability
 

of
 

surface
 

shape.
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0 引言

在计算机辅助几何设计(CAGD)中,Bezier曲线曲面由于具有图像直观、易于理解和计算高效等优

点被广泛应用于动画制作、电子信息、生物技术及工业制造等领域中[1].但Bezier曲线曲面在曲面造型

中也存在一些不足,如图形会随着控制顶点的改变而发生变化,且它还无法精确表示一些二次曲线曲面

的形状.为解决Bezier曲线曲面在曲面造型中存在的这些问题,一些学者对其性质进行了研究,并取得

了一些良好成果.例如:文献[2]的作者提出了一种能够保持参数连续性的多曲面变形技术,该变形技术

不仅误差可控,而且还可使边界处的节点矢量在不必相同的条件下即可实现曲面的光滑拼接.文献[3]

的作者给出了一种利用曲面边界线构建拼接曲面的方法,该方法不仅可用函数精确地表示三次规则曲

面和自由曲面,而且还具有独立的跨界导矢和约束条件.文献[4]的作者在文献[3]的基础上,利用

Coons曲面的设计原理构造了一个可满足C1 连续的CNSBS曲面,研究表明该曲面不仅具有独立的跨

界导矢和约束条件,而且还具有B样条曲面的性质.文献[5]的作者基于最小二乘法和参数优化方法提
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出了一种样条曲面光滑拼接的方法,该方法不仅可有效避免曲面错位,而且还可最小化控制顶点的数

量.文献[6]的作者讨论了一类广义Bezier曲线离散造型的细分算法,该算法构造的广义Bezier曲线具

有直观性、可调性,因此可推广到相应的张量积曲面造型中.文献[7]的作者讨论了一种基于几何约束的

代数曲线,研究表明该曲线不仅保留了样条曲线的几何性质,而且具有良好的逼近性和局部形状可调

性.文献[8]的作者给出了一类四次三角Bezier曲线的性质和应用,研究显示该曲线不须改变控制多边

形即可生成非对称的图形.基于上述研究,本文定义了一种带形状参数的双三次Bezier三角曲面,并给

出了该曲面基函数和曲面的性质以及曲面间G1 光滑拼接的定理及拼接算法.实例计算表明,本文算法

不仅在不同方向上可实现参数的连续性,而且还可有效提高曲面形状的可控性.

1 带形状参数的双三次Bezier三角曲面

  定义1 设α∈(0,2],t∈[0,
π
2
],称关于t的多项式

 

X0(t)=
 

1-αsint+(α-1)sin2t,

X1(t)=
 

αsint-αsin2t,

X2(t)=-α+αcost+αsin2t,

X3(t)=
 

α-αcost+(1-α)sin2t

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1)

  图1 基函数的图形

为带形状参数α的三次Bezier三角基函数.式(1)中的4个

基函数满足以下性质:① 非负性,即Xi(t)≥0,t∈[0,

π
2
],i=

 

0,1,2,3;②规范性,即∑
3

i=0
Xi(t)=

 

1,t∈[0,
π
2
];

③ 端点性质,即X0(0)=X3(
π
2
)=

 

1,X1(0)=X2(0)=

X3(0)=
 

0,X0(
π
2
)=X1(

π
2
)=X2(

π
2
)=

 

0;④ 单峰性,

即Xi(t)(i=
 

0,1,2,3)在区间[0,π2
]上有一个最大值.

当α=
 

1时,式(1)中的4个基函数的图形如图1所示.

定义2 在R3空间中给定4个控制顶点Pi(i=
 

0,1,2,3),定义带形状参数的三次Bezier三角曲线

为p(t)=∑
3

i=0
Xi(t)Pi,其中t∈[0,

π
2
].

带形状参数的三次Bezier三角曲线p(t)具有如下性质:

1)端点性质,即p(0)=P0,
 

p(
π
2
)=P3,

 

p'(0)=
 

α(P1-P0),
 

p'(
π
2
)=

 

α(P3-P2).曲线p(t)

插值于首末两端点P0 和P3,且在P0 和P3 处的切线分别是直线P0P1 和P2P3.
证明 由式(1)和定义2可得:

 
p(t)=∑

3

i=0
Xi(t)Pi=P0[1-αsint+(α-1)sin2t]+P1[αsint-αsin2t]+

 P2[-α+αcost+αsin2t]+P3[α-αcost+(1-α)sin2t].

将t=
 

0和t=
π
2

分别代入上式可得p(0)=P0 和p(
π
2
)=P3,由此可知曲线p(t)分别插值于首末两

端点P0 和P3.又因为

141



延边大学学报(自然科学版) 第49卷  

 
p'(t)=P0[-αcost+2(α-1)sintcost]+P1[αcost-2αsintcost]+

 P2[-αsint+2αsintcost]+P3[αsint+2(1-α)sintcost],

所以将t=0和t=
π
2

分别代入上式后整理可得p'(0)=α(P1-P0)和p'(
π
2
)=α(P3-P2).由此可知,

曲线p(t)与直线P0P1 和P2P3 相切,且在首末端点的切矢模长分别等于控制多边形首末边边长的α倍.
2)几何不变性,即曲线p(t)的形状仅与控制顶点Pi(i=

 

0,1,2,3)有关,而与坐标系的选取无关.
证明 对控制顶点为Pi(i=

 

0,1,2,3)的曲线p1(t)进行线性变换和平移变换后,得控制顶点为

Qi(i=
 

0,1,2,3)的曲线p2(t)为:

 p2(t)=Mp1(t)+Np1(t)=∑
3

i=0

(M +N)Xi(t)Pi=∑
3

i=0
Xi(t)Qi.

式中:M 为线性变换,N 为平移变换.由上式可知,曲线具有几何不变性.

3)凸包性,即曲线p(t)落在由控制顶点Pi(i=
 

0,1,2,3)构成的凸包内.

证明 因为基函数Xi(t)≥0,且∑
3

i=0
Xi(t)=

 

1(0≤t≤
π
2
;i=

 

0,1,2,3),所以当t∈[0,
π
2
]时,

p(t)是特征多边形各顶点的加权平均,且权因子为基函数,即曲线p(t)是控制顶点Pi(i=
 

0,1,2,3)

的凸线性组合;因此,曲线p(t)落在由控制顶点Pi(i=
 

0,1,2,3)构成的凸包内.
4)变差缩减性,即曲线p(t)具有变差缩减性.

证明 首先证明基函数组{X0(t),X1(t),X2(t),X3(t)}在(0,π2
)上满足笛卡尔符号法则,即对任

一组常数序列{C0,C1,C2,C3}有:

 Zeros(0,π2
){∑

3

i=0
CiXi(t)}≤SA(C0,C1,C2,C3). (2)

其中:Zeros(0,π2
){f(t)}表示函数f(t)在区间(0,π2

)上的根个数,f(t)=∑
3

i=0
CiXi(t);SA(C0,C1,

C2,C3)表示序列的符号改变次数.不妨设C0 >0,则SA(C0,C1,C2,C3)可能的取值为3,2,1,0.

i)当SA(C0,C1,C2,C3)=3时,则C3<0.证明:若假设f(t)在[0,
π
2
]上有4个根,则由f(t)在

[0,π2
]上连续和f(0)=C0,f(

π
2
)=C3 可得f(

π
2
)=C3 >0.该结果与C3 <0矛盾,故式(2)成立.

ii)当SA(C0,C1,C2,C3)=2,1时,用类似i)的证明即可证明式(2)仍成立,故本文在此省略.
iii)当SA(C0,C1,C2,C3)=

 

0时,式(2)显然成立.

由以上可知,基函数组{X0(t),X1(t),X2(t),X3(t)}在(0,π2
)上满足笛卡尔符号法则.

其次证明变差缩减性质成立.设直线L 与控制多边形P0P1P2P3 的边PiPi+1 交于点Q,直线L 与

控制多边形P0P1P2P3的交点个数为m,且边PiPi+1的法向量为v.由于控制顶点Pi 和Pi+1分别位于

直线L 的两侧,所以v·(Pi-Q)和v·(Pi+1-Q)的符号相反,进而有:

 SA{v·(P0-Q),v·(P1-Q),v·(P2-Q),v·(P3-Q)}≤m.

由于曲线p(t)与直线L的交点个数为Zeros(0,π2
){∑

3

i=0
Xi(t)(Pi-Q)·v},所以由基函数组的笛卡尔

符号法则可得:Zeros(0,π2
){∑

3

i=0
Xi(t)(Pi-Q)·v}≤SA{v·(P0-Q),v·(P1-Q),v·(P2-Q),

v·(P3-Q)}.由该式可知,曲线p(t)具有变差缩减性.曲线p(t)具有变差缩减性表明,曲线p(t)的

波动小于控制多边形的波动,即曲线p(t)的光滑性优于其控制多边形的光滑性.
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 图2 带形状参数的三次Bezier三角曲线p(t)的图形

  5)保凸性,即曲线p(t)具有保凸性.
证明 由变差缩减性可知,当控制多边形为凸多

边形时,平面内任一直线与控制多边形的交点数最多

为2.由此可得曲线p(t)与任一直线的交点数最多为

2,故曲线p(t)具有保凸性.

6)逼近性,即:当形状参数α变大时,曲线p(t)更
加逼近控制多边形的边P1P2;当形状参数α 变小时,

曲线p(t)更加逼近控制多边形的边P0P3.当形状参

数α 取不同值时,带形状参数的三次Bezier三角曲线

p(t)的图形如图2所示.
定义3 在R3 空间中给定16个控制顶点Pij(i,j=

 

0,1,2,3),α1,α2∈(0,2],定义带形状参数的

双三次Bezier三角曲面为:

 S(u,v;α1,α2)=∑
3

i=0
∑
3

j=0
Xi(u,α1)Xj(v,α2)Pij, (3)

其中Xi(u,α1)和Xj(v,α2)与式(1)定义的基函数相同,α1 和α2 是曲面的两个形状参数.
带形状参数的双三次Bezier三角曲面S(u,v;α1,α2)具有以下性质:

1)插值性,即曲面S(u,v;α1,α2)的4个角点为控制网格的4个顶点,分别为:S(0,0;α1,α2)=

P00,
 

S(0,π2
;α1,α2)=P03,

 

S(π2
,0;α1,α2)=P30,

 

S(π2
,π
2
;α1,α2)=P33;曲面S(u,v;α1,α2)在控

制网 格 的 4 个 顶 点 P00、P03、P30、P33 处 的 切 平 面 分 别 是 由 P00P01P10、P03P02P13、P30P20P31 和

P33P23P32 所形成的平面.
证明 由带形状参数的三次Bezier三角曲线p(t)的端点性质和定义3可得:

 S(0,0;α1,α2)=∑
3

i=0

[Xi(0,α1)∑
3

j=0
Xj(0,α2)Pij]=∑

3

i=0

[Xi(0,α1)Pi0]=P00,

 S(0,π2
;α1,α2)=∑

3

i=0

[Xi(0,α1)∑
3

j=0
Xj(

π
2
,α2)Pij]=∑

3

i=0

[Xi(0,α1)Pi3]=P03,

 S(π2
,0;α1,α2)=∑

3

i=0

[Xi(
π
2
,α1)∑

3

j=0
Xj(0,α2)Pij]=∑

3

i=0

[Xi(
π
2
,α1)Pi0]=P30,

 S(π2
,π
2
;α1,α2)=∑

3

i=0

[Xi(
π
2
,α1)∑

3

j=0
Xj(

π
2
,α2)Pij]=∑

3

i=0

[Xi(
π
2
,α1)Pi3]=P33.

由上式可知插值性得证.

2)边界性和凸包性,即曲面S(u,v;α1,α2)位于由控制顶点Pij(i,j=
 

0,1,2,3)生成的凸包内,且

4条边界曲线均为三次Bezier三角曲线.4条边界曲线分别为:

 
S(u,0;α1,α2)=∑

3

i=0
Xi(u,α1)Pi0,

 

S(u,π2
;α1,α2)=∑

3

i=0
Xi(u,α1)Pi3,

S(0,v;α1,α2)=∑
3

j=0
Xj(v,α2)P0j,

 

S(π2
,v;α1,α2)=∑

3

j=0
Xj(v,α2)P3j.

证明 由带形状参数的三次Bezier三角曲线p(t)的端点性质和定义3可得:

 S(u,0;α1,α2)=∑
3

i=0

[Xi(u,α1)∑
3

j=0
Xj(0,α2)Pij]=∑

3

i=0
Xi(u,α1)Pi0,

 S(u,π2
;α1,α2)=∑

3

i=0

[Xi(u,α1)∑
3

j=0
Xj(

π
2
,α2)Pij]=∑

3

i=0
Xi(u,α1)Pi3,
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 S(0,v;α1,α2)=∑
3

j=0

[Xj(v,α2)∑
3

i=0
Xi(0,α1)Pij]=∑

3

j=0
Xj(v,α2)P0j,

 S(π2
,v;α1,α2)=∑

3

j=0

[Xj(v,α2)∑
3

i=0
Xi(

π
2
,α1)Pij]=∑

3

j=0
Xj(v,α2)P3j.

由上式可知边界性和凸包性得证.

3)几何不变性,即曲面S(u,v;α1,α2)的数学表示式及其形状不依赖于坐标系的选择.
证明 因证明过程与曲线p(t)的几何不变性的证明过程类似,故本文在此省略.

4)表示唯一性,即若有两张曲面S(u,v;α1,α2)相同,则它们的控制顶点和形状参数相同;反之,它

们的控制顶点和形状参数不同.
证明 由式(3)可知,曲面S(u,v;α1,α2)的表示唯一性显然成立.

5)形状可调性,即曲面S(u,v;α1,α2)的形状参数对曲面的形状具有调节作用.
证明 由于曲面S(u,v;α1,α2)带有两个形状参数α1 和α2,因此根据曲线p(t)的逼近性可知:在

控制顶点Pij(i,j=
 

0,1,2,3)不变的情况下,通过选取不同的α1 值和α2 值可调整曲面的形状.当α1=
α2=

 

0时,曲面S(u,v;α1,α2)是定义在三角域上的三次Bezier三角曲面,由此可知定义在三角域上的

三次Bezier三角曲面是曲面S(u,v;α1,α2)的一个特殊情况.图3为形状参数α1 和α2 取不同值时的曲

面图.

 (a)
 

α1 =
 

α2 =
 

0.1         (b)
 

α1 =
 

α2 =
 

0.6         (c)
 

α1 =
 

α2 =
 

1.6

图3 形状参数α1 和α2 取不同值时的曲面图

2 形状参数的几何意义

为方便设计者调整曲面S(u,v;α1,α2)的形状,本文对两个形状参数α1 和α2 的几何意义进行分

析,即分析当其中一个形状参数发生改变或两个形状参数均发生改变时,曲面形状所发生变化的规律.
定理1 在带形状参数的双三次Bezier三角曲面S(u,v;α1,α2)中,当控制顶点Pij(i,j=0,1,2,3)

不变时,有:①若保持其中一个形状参数不变,而增大(或减小)另一个形状参数,则曲面会逐渐靠近(或

远离)控制网格;② 若同时增大(或减小)两个形状参数,则曲面会逐渐靠近(或远离)控制网格.
证明 本文采用文献[9]中的证明方法证明定理1中的①.不失一般性,假设形状参数α2不变,则曲

面S(u,v;α1,α2)的基函数Xi(t)(i=
 

0,1,2,3)对形状参数α1 求导可得:

 

d
dα1

X0(t)=-sint+sin2t≤0,
 d
dα1

X1(t)=sint-sin2t≥0,

d
dα1

X2(t)=-1+cost+sin2t≥0,
 d
dα1

X3(t)=
 

1-cost-sin2t≤0.

由上式可知,当形状参数α2不变而α1增大时,X1(t)和X2(t)均增大,而X0(t)和X3(t)均减小.再由

式(3)可知,当形状参数α2不变而α1增大时,曲面S(u,v;α1,α2)图靠近控制顶点P1j 和P2j(j=
 

0,1,

2,3),同时远离控制顶点P0j 和P3j(j=
 

0,1,2,3).另外,由于P1j 和P2j(j=
 

0,1,2,3)是位于曲面S(u,
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v;α1,α2)中间位置的控制顶点,所以当曲面S(u,v;α1,α2)图靠近控制顶点P1j 和P2j(j=
 

0,1,2,3)

时曲面S(u,v;α1,α2)图靠近控制网格.同理,当形状参数α2 不变而α1 减小时,曲面S(u,v;α1,α2)图

远离控制网格.
因证明定理1中的 ② 的过程与证明定理1中的 ① 的过程类似,故本文在此省略.
定理2 在带形状参数的双三次Bezier三角曲面S(u,v;α1,α2)中,当控制顶点Pij(i,j=0,1,2,3)

不变时,有:①若仅改变形状参数α1 的值,则边界曲线S(u,0;α1,α2)和S(u,π2
;α1,α2)发生变化;②

若仅改变形状参数α2 的值,则边界曲线S(0,v;α1,α2)和S(π2
,v;α1,α2)发生变化.

证明 由曲面S(u,v;α1,α2)的边界性质可知,边界曲线S(u,0;α1,α2)和S(u,π2
;α1,α2)仅与形

状参数α1有关,与α2无关;所以,仅改变形状参数α1的值,曲面S(u,v;α1,α2)的边界曲线S(u,0;α1,

α2)和S(u,π2
;α1,α2)即可发生变化.① 证明完毕.

因证明定理2中的 ② 的过程与证明定理2中的 ① 的过程类似,故本文在此省略.

3 曲面的G1 拼接定理

设两张带形状参数的双三次Bezier三角曲面分别为:

 S1(u,v;α1,α2)=∑
3

i=0
∑
3

j=0
Xi(u,α1)Xj(v,α2)Pij,

 S2(u,v;λ1,λ2)=∑
3

i=0
∑
3

j=0
Xi(u,λ1)Xj(v,λ2)Qij.

其中:两曲面的控制顶点分别为Pij 和Qij(i,j=
 

0,1,2,3);形状参数α1,α2,λ1,λ2∈(0,2];Xi(u,α1)、

Xj(v,α2)、Xi(u,λ1)和Xj(v,λ2)与式(1)定义的基函数相同.
定理3 两张双三次Bezier三角曲面S1(u,v;α1,α2)和S2(u,v;λ1,λ2)满足u向与u向G1 拼接

的充要条件是:

1)Pi3=
 

Qi0,α1=
 

λ1(i=
 

0,1,2,3);

2)存在实常数μ >0,使得
 Pi3-Pi2

2+λ2
=μ

Qi1-Qi0

2+α2
.

证明 若两张双三次Bezier三角曲面S1(u,v;α1,α2)和S2(u,v;λ1,λ2)满足u向与u向G1拼接,

则它们在u向首先需要满足G0拼接,即两曲面要有公共的边界:S1(u,
π
2
;α1,α2)=S2(u,0;λ1,λ2).利

用曲线的边界性质对上式进行化简可得:

 ∑
3

i=0
Xi(u;α1)Pi3=∑

3

i=0
Xi(u;λ1)Qi0. (4)

再由曲面的插值性和凸包性可知,式(4)可化为Pi3=
 

Qi0,α1=
 

λ1(i=
 

0,1,2,3).由于当两张曲面

S1(u,v;α1,α2)和S2(u,v;λ1,λ2)满足G1 拼接时,它们在公共边界处还应有相同的切平面,即它们在

边界处的法矢方向应是连续的,故有:

∂
∂vS1(u,

π
2
;α1,α2)×

∂
∂uS1(u,

π
2
;α1,α2)=μ·

∂
∂vS2(u,0;λ1,λ2)×

∂
∂uS2(u,0;λ1,λ2).(5)

式(5)中,μ 为曲面在公共边界处的法矢模比例因子(μ >0).根据Faux法可将式(5)化简为:

 ∂∂vS1(u,
π
2
;α1,α2)=μ·

∂
∂vS2(u,0;λ1,λ2). (6)
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又因为

 

∂
∂vS1(u,

π
2
;α1,α2)=∑

3

i=0

(4+2α2)Xi(u;α1)(Pi3-Pi2),

∂
∂vS2(u,0;λ1,λ2)=∑

3

i=0

(4+2λ2)Xi(u;λ1)(Qi1-Qi0),

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(7)

所以将式(7)代入式(6)进行化简可得
Pi3-Pi2

2+λ2
=μ

Qi1-Qi0

2+α2
.由上述可知,条件1)和条件2)是两张

双三次Bezier三角曲面S1(u,v;α1,α2)和S2(u,v;λ1,λ2)满足u向与u向G1 拼接的充要条件.证毕.
推论11)若两张双三次Bezier三角曲面S1(u,v;α1,α2)和S2(u,v;λ1,λ2)在u向与u向上有公

共的边界,则仅改变形状参数α2 和λ2 的值仍能使两张曲面保持G0 拼接.

2)若两张双三次Bezier三角曲面S1(u,v;α1,α2)和S2(u,v;λ1,λ2)满足u向与u向G1 拼接,则

修改形状参数α1、α2、λ1 和λ2 可改变拼接曲面的整体形状,修改法矢模比例因子μ 可改变拼接曲面的

局部形状.
证明 首先证明1).若两张双三次Bezier三角曲面S1(u,v;α1,α2)和S2(u,v;λ1,λ2)在u向与u

向上有公共的边界,则由定理3中的条件2)可知两张曲面的G0 拼接条件仅与α1 和λ1 有关,而与α2 和

λ2 无关.所以,若仅改变形状参数α2 和λ2 的值仍能使两张曲面保持G0 拼接.
因2)的证明过程与1)的证明过程类似,故本文在此省略.
定理4 两张双三次Bezier三角曲面S1(u,v;α1,α2)和S2(u,v;λ1,λ2)满足v向与v向G1 拼接

的充要条件是:

1)P3j =Q0j,
 

α2=λ2(j=
 

0,1,2,3);

2)存在实常数μ >0,使得
 P3j -P2j

2+λ1
=μ

Q1j -Q0j

2+α1
.

证明 若两张双三次Bezier三角曲面S1(u,v;α1,α2)和S2(u,v;λ1,λ2)满足v向与v向G1拼接,

则它们在v向需要先满足G0拼接,即两曲面要有公共的边界:S1(
π
2
,v;α1,α2)=S2(0,v;λ1,λ2).利用

曲线的边界性质对上式进行化简可得∑
3

j=0
Xj(v;α2)P3j = ∑

3

j=0
Xj(v;λ2)Q0j.再由曲面的插值性和凸包性

可知,上式可化简为P3j=Q0j,α2=λ2(j=
 

0,1,2,3).由于当两曲面S1(u,v;α1,α2)和S2(u,v;λ1,λ2)

满足G1 拼接时,它们在公共边界处还应有相同的切平面,即它们在边界处的法矢方向应连续,故有:

 ∂∂vS1(
π
2
,v;α1,α2)×

∂
∂uS1(

π
2
,v;α1,α2)=μ·

∂
∂vS2(0,v;λ1,λ2)×

∂
∂uS2(0,v;λ1,λ2).(8)

式(8)中,μ 为曲面在公共边界处的法矢模比例因子(μ >0).根据Faux法可将式(8)化简为:

 ∂∂uS1(
π
2
,v;α1,α2)=μ·

∂
∂uS2(0,v;λ1,λ2). (9)

又因为
 

 

∂
∂uS1(

π
2
,v;α1,α2)=∑

3

j=0

(4+2α1)Xj(v;α2)(P3j -P2j),

∂
∂uS2(0,v;λ1,λ2)=∑

3

i=0

(4+2λ1)Xj(v;λ2)(Q1j -Q0j),

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(10)

所以将式(9)代入式(10)进行化简可得
P3j -P2j

2+λ1
=μ

Q1j -Q0j

2+α1
.由上述可知,条件1)和条件2)是两张

双三次Bezier三角曲面S1(u,v;α1,α2)和S2(u,v;λ1,λ2)满足v向与v向G1 拼接的充要条件.证毕.
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推论21)若两张双三次Bezier三角曲面S1(u,v;α1,α2)和S2(u,v;λ1,λ2)在v向与v向上有公

共的边界,则仅改变形状参数α1 和λ1 的值仍能使两张曲面保持G0 拼接.

2)若两张双三次Bezier三角曲面S1(u,v;α1,α2)和S2(u,v;λ1,λ2)满足v向与v向G1 拼接,则

修改形状参数α1、α2、λ1 和λ2 可改变拼接曲面的整体形状,修改法矢模比例因子μ 可改变拼接曲面的

局部形状.
证明 因证明过程与推论1的证明过程类似,故本文在此省略.
定理5 两张双三次Bezier三角曲面S1(u,v;α1,α2)和S2(u,v;λ1,λ2)满足u向与v向G1 拼接

的充要条件是:

1)Pi3=Q0j,
 

α1=λ2(i,j=
 

0,1,2,3);

2)存在实常数μ >0,使得
 Pi3-Pi2

2+λ2
=μ

Q1j -Q0j

2+α1
.

证明 因证明过程与定理1和定理2的证明过程类似,故本文在此省略.
推论31)若两张双三次Bezier三角曲面S1(u,v;α1,α2)和S2(u,v;λ1,λ2)在u向与v向上有公

共的边界,则仅改变形状参数α2 和λ1 的值仍能使两张曲面保持G0 拼接.

2)若两张双三次Bezier三角曲面S1(u,v;α1,α2)和S2(u,v;λ1,λ2)满足u向与v向G1 拼接,则

修改形状参数α1、α2、λ1 和λ2 可改变拼接曲面的整体形状,修改法矢模比例因子μ 可改变拼接曲面的

局部形状.
证明 因证明过程与推论1的证明过程类似,故本文在此省略.

4 曲面拼接算法的实现

带形状参数的双三次Bezier三角曲面的拼接算法如下:

步骤1 选定待拼接曲面的16个控制顶点Pij(i,j=
 

0,1,2,3)及形状参数α1和α2,并根据双三次

Bezier三角曲面方程计算出第1张待拼接曲面S1(u,v;α1,α2);

步骤2 计算出曲面S1(u,v;α1,α2)公共边界线的4个控制顶点,并根据G1 拼接定理确定相邻曲

面的其余12个控制顶点Qij(i=
 

0,1,2,3;j=
 

1,2,3)及形状参数λ1和λ2,由此得到第2张待拼接曲面

S2(u,v;λ1,λ2);

步骤3 如果待拼接曲面数大于2,则转至步骤2,直至生成所有待拼接曲面后再执行下一步;否则,

直接执行下一步;

步骤4 通过修改各拼接曲面片的形状参数及法矢模比例因子调整拼接曲面的形状,以此获得满意

的图形.

5 计算实例

构造碗曲面模型时,因需要多个曲面才能拼接而成,因此本文根据选定的16个控制顶点Pij(i,j=
 

0,1,2,3)首先计算出第1张待拼接曲面S1(u,v;α1,α2).16个控制顶点分别为:

 

P00(-2.18,2.52,0.85),
 

P01(-4.50,-1.03,0.98),
 

P02(-3.98,-1.92,0.95),
 

P03(-1.47,-3.27,0.89),

P10(-3.98,0.87,0.75),
 

P11(-2.82,0.79,0.41),
 

P12(-3.40,-1.54,0.65),
 

P13(-0.79,-3.82,0.75),

P20(-2.88,0.55,0.40),
 

P21(-1.65,0.06,0.36),
 

P22(-2.01,-1.29,0.50),
 

P23(0.34,-2.36,0.31),

P30(-0.19,0.22,0.26),
 

P31(-0.03,0.24,0.02),
 

P32(-0.88,-0.25,0.13),
 

P33(0.37,0.80,0.02).
然后再根据曲面S1(u,v;α1,α2)与第2张待拼接曲面S2(u,v;λ1,λ2)的公共边界线的4个控制顶点

Pi3(i=
 

0,1,2,3)和曲面S2(u,v;λ1,λ2)的其余12个控制顶点Qij(i=
 

0,1,2,3;j=
 

1,2,3)计算出第
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2张待拼接曲面S2(u,v;λ1,λ2).曲面S2(u,v;λ1,λ2)的其余12个控制顶点分别为:

 

Q01(-1.51,-3.01,0.95),
 

Q02(-0.52,-4.11,0.90),
 

Q03(-1.51,-3.82,0.88),

Q11(-1.46,-3.68,0.83),
 

Q12(-0.62,-3.45,0.71),
 

Q13(0.18,-3.09,0.65),

Q21(-0.74,-1.86,0.45),
 

Q22(-1.34,-2.86,0.36),
 

Q23(0.91,-2.50,0.45),

Q31(-1.13,-1.37,0.12),
 

Q32(-0.93,-1.37,0.02),
 

Q33(1.15,-0.34,0.15).

 图4 碗曲面G0 拼接的网格模型

重复以上步骤,最终可生成如下4张待拼接曲面:

 S1(u,v;α1,α2),
 

S2(u,v;λ1,λ2),
 

 S3(u,v;β1,β2),
 

S4(u,v;γ1,γ2).
由于上述4张曲面的任意2个相邻曲面在u向具有公共

的边界线,所以上述4张曲面的任意2个相邻曲面均满

足u向与u向的G0拼接条件,且这4张曲面的形状参数

满足α1=
 

λ1=
 

β1=
 

γ1,如图4所示.
当相邻曲面满足u向与u向的G1 拼接时,由定理3

可知
Pi3-Pi2

2+λ2
=

 

μ
Qi1-Qi0

2+α2
.所以,通过修改法矢模比

例因子μ 可改变拼接曲面的局部形状.不同法矢模比例因子下的碗曲面G1 拼接的网格模型如图5所

示.由定理3和图5可得:法矢模比例因子越大,相邻公共边界线的两排控制顶点越靠近边界线处的控

制顶点;法矢模比例因子越小,相邻公共边界线的两排控制顶点越远离边界线处的控制顶点.
另外,由曲面的形状可调性和定理1可知,修改形状参数可改变曲面的整体形状,即:当形状参数增

大或减小时,曲面从整体上逐渐靠近或远离控制网格.不同形状参数下的碗曲面G1 拼接的网格模型如

图6所示.

(a)
 

μ1 =1,
 

μ2 =0.8,
 

μ3 =0.8,
 

μ4 =0.7 
 

  (b)
  

μ1 =0.3,
 

μ2 =0.2,
 

μ3 =0.2,
 

μ4 =0.1

图5 不同法矢模比例因子下的碗曲面G1 拼接的网格模型

(a)
 

α2 =γ2 =1.3,
 

λ2 =β2 =1.1,
 

      (b)
 

α2 =β2 =0.1,
 

λ2 =γ2 =0.2,
 

α1 =λ1 =β1 =γ1 =1.2   α1 =λ1 =β1 =γ1 =0.15

图6 不同形状参数下的碗曲面G1 拼接的网格模型

(下转第188页)
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6 结束语

本文研究了带形状参数的双三次Bezier三角曲面的光滑拼接,该曲面不仅保留了传统Bezier曲面

的一些优良性质(插值性、边界性质、凸包性、几何不变性等),而且在不改变控制顶点的条件下可通过形

状参数调节曲面形状.为提高Bezier曲面在复杂曲面造型中的构图能力,本文给出了带形状参数的双

三次Bezier三角曲面的u 向与u 向、v 向与v 向、u 向与v 向间的G1 拼接定理及其算法.实例计算显

示,曲面的形状参数和法矢模比例因子可分别调整曲面的整体形状和局部形状,并且其几何意义明显.
即:在给定范围内,形状参数越大,曲面在整体上越靠近控制网格;法矢模比例因子越大,相邻公共边界

线的两排控制顶点越靠近边界线处的控制顶点.本文研究结果有效解决了Bezier曲面难以进行局部调

节的缺点.在今后的工作中,我们将对高次曲线曲面的光滑拼接进行研究.
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