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摘要:
 

为了研究恐惧效应对具有避难所的功能性反应捕食 食饵系统的影响,建立了一类具有常数避难所和

恐惧效应的Ⅱ类功能性反应捕食 食饵系统.首先,利用Lyapunov稳定性判别法研究了系统平衡点的局部稳

定性,并利用Bendixson-Dulac定理得到了系统正解的全局稳定性;其次,利用Poincare-Bendixson定理获得

了系统极限环的存在性;最后,对恐惧效应对系统稳定性的影响以及恐惧效应和避难所对种群密度的影响进

行了分析,结果显示适当的恐惧水平和避难所有利于食饵和捕食者共存.
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Abstract:
 

In
 

order
 

to
 

study
 

the
 

effect
 

of
 

fear
 

on
 

the
 

predator-prey
 

system
  

with
 

functional
 

incorporating
 

refuge,
 

a
 

new
 

predator-prey
 

system
 

with
 

Holling
 

type
 

Ⅱ
 

functional
 

response
 

incorporating
 

fear
 

effct
 

and
 

a
 

constant
 

prey
 

refuge
 

was
 

established.Firstly,
 

by
 

using
 

Lyapunov
 

stability
 

discriminance,
 

the
 

conditions
 

of
 

the
 

instability
 

and
 

stability
 

properties
 

to
 

the
 

equilibrias
 

were
 

obtained,
 

and
 

the
 

global
 

stability
 

of
 

the
 

positive
 

solution
 

of
 

the
 

system
 

were
 

given
 

with
 

Bendixson-Dulac
 

theorem.Secondly,
 

the
 

existence
 

to
 

limit
 

cycles
 

for
 

the
 

system
 

was
 

found
 

with
 

Poincare-Bendixson
 

theorem.Finally,
 

the
 

influence
 

of
 

fear
 

effect
 

on
 

the
 

stability
 

of
 

the
 

system
 

and
 

the
 

influence
 

of
 

fear
 

effect
 

and
 

prey
 

refuge
 

on
 

the
 

pupulation
 

density
 

were
 

analyzed,
 

it
 

showed
 

that
 

a
 

certain
 

level
 

of
 

fear
 

and
 

shelter
 

were
 

beneficial
 

to
 

the
 

coexistence
 

of
 

prey
 

and
 

predator.
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0 引言

近年来,具有避难所的功能性反应捕食 食饵系统受到学者们的关注.例如:Chen等[1]提出了如下
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具有常数避难所的HollingⅡ类功能性反应捕食 食饵系统(式(1)),并研究了该系统的平衡点稳定性和

极限环的存在性,以及避难所对系统种群密度的影响.

 
ẋ=αx(1-

x
k
)- β(x-m)y
1+a(x-m)

,

ẏ=-dy+
cβ(x-m)y
1+a(x-m).

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(1)

2016年,Wang等[2]首次将恐惧效应加入到如下捕食 食饵系统:

 

du
dt=ur0f(k,v)-du-au2-g(u)v,

dv
dt=v(-m+cg(u)).

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(2)

其中f(k,v)=
 

1/(1+kv)为恐惧因子.Wang等研究表明,适当的恐惧可以提高系统的稳定性.在Wang
等工作的基础上,许多学者又进一步研究了具有恐惧效应的捕食 食饵系统,如文献[3-8].基于上述研

究,本文在系统(1)中加入文献[2]提出的恐惧因子f(K,y)=
 

1/(1+Ky),并由此提出了如下具有常

数避难所和恐惧效应的HollingⅡ 类功能性反应捕食 食饵系统:

 
ẋ=x(1-x) 1

1+Ky- β(x-m)y
1+a(x-m)=

△ F1(x,y),

ẏ=-dy+
cβ(x-m)y
1+a(x-m)=

△ F2(x,y).

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

       (3)

其中:x 为食饵,y 为捕食者,β为食饵捕捉率,c为食饵转化率,a为食饵的内在生长率,d 为捕食者的

自然死亡率,m 为食饵避难所,βx/(1+ax)为捕食者的功能反应(即功能 Ⅱ 类反应).

1 平衡点的存在性及有界性

基于现实的生物意义,本文在Ω={(x,y)|x>m,y>0}及􀭿Ω上研究系统(3).
引理1 对所有的t≥0,具有初值x(0)>m 和y(0)>0的系统(3)的解是正的,且是有界的.
证明 对系统(3)两边进行积分可得:

 

 
x(t)=x(0)exp∫

t

0
(1-x) 1

1+Ky- β(x-m)y
x(1+a(x-m))

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ds  ,
y(t)=y(0)exp∫

t

0
-d+

cβ(x-m)
1+a(x-m)  ds  .

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(4)

由此可知x(t)和y(t)在Ω={(x,y)|x>m,y>0}内是正的.下面证明系统(3)解的有界性.由系

统(3)的第1个式子可得ẋ=x(1-x) 1
1+Ky- β(x-m)y

1+a(x-m)≤x(1-x),故lim
t→ ∞
supx(t)=

 

1.由此

知存在一个正数N 且满足:对于任意的t≥0,有x(t)≤N.由此及系统(3)的第2个式子可得ẏ=-

dy+
cβ(x-m)y
1+a(x-m)≤cβ(N -m)y,即ẏ/y ≤cβ(N -m).对上式两边进行定积分可得y(t)≤

y(0)exp(cβ(N -m)t),证毕.
由微分方程组平衡点的定义可知,系统(3)的平衡点可由

 
x(1-x) 1

1+Ky- β(x-m)y
1+a(x-m)=

 

0,

-dy+
cβ(x-m)y
1+a(x-m)=

 

0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(5)

给出.求解方程组(5)可得,系统(3)有2个边界平衡点E0(0,0)和E1(1,0).由式(5)的第2个方程可知,若

cβ-ad>0,则有x*=d/(cβ-ad)+m.若cβ-ad<0,则由系统(3)的第2个方程知lim
t→+∞

y(t)=
 

0.

711
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由上述可知,证明系统(3)的正平衡点的稳定性只考虑cβ-ad>0的情况即可.由式(5)的第1个

方程可知,y*满足如下方程:

 Kβ(x*-m)y2+β(x*-m)y-(1+a(x*-m))x*(1-x*)=
 

0. (6)

若x*<1,即0<m<1-
1

cβ-ad
,则由式(6)的判别式Δ1=β2(x*-m)2+4Kβ(x*-m)x*(1-x*)·

(1+a(x*-m))≥0可知,式(6)存在唯一的正解:y*=-
1
2K +

Δ1

2Kβ(x*-m)
.因此当0<m <1-

1
cβ-ad

时,系统(3)有唯一正平衡点E*(x*,y*).

2 平衡点的稳定性

定理1 当0<m <
1
a

时,E0(0,0)是一个鞍点.

证明 系统(3)的雅可比矩阵为:

 J(x,y)=
J11(x,y) J12(x,y)

J21(x,y) J22(x,y)  , (7)

其中J11(x,y)=
 1
1+Ky

(1-2x)- βy
(1+a(x-m))2

,
 

J21(x,y)=
 cβy
(1+a(x-m))2

,
 

J12(x,y)=-

1
(1+Ky)2

x(1-x)- β(x-m)
1+a(x-m)

,
 

J22(x,y)=-d+
cβ(x-m)
1+a(x-m).

由式(7)可知,系统(3)在

E0(0,0)处的雅可比矩阵为J(E0)=
1 0
mβ
1-am -d-

cβm
1-am

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,且J(E0)的2个特征值分别为λ1=

 

1>0,λ2=-d-
cβm
1-am.当λ2<0,即0<m <

1
a

时,由Lyapunov稳定性判别法知E0(0,0)是一

个鞍点.

定理2 当0<m<1-
1

cβ-ad
时,E1(1,0)是鞍点;当m>1-

1
cβ-ad

时,E1(1,0)是稳定结点.

证明 由式(7)知,系统(3)在E1(1,0)处的雅可比矩阵为:

 J(E1)=
-1 0

- β(1-m)
1+a(1-m) -d+

cβ(1-m)
1+a(1-m)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,

且J(E1)的2个特征值分别为λ3=-1<0,λ4=-d+
cβ(1-m)
1+a(1-m).

当λ4 >0,即0<m <1-

1
cβ-ad

时,由Lyapunov稳定性判别法可知E1(1,0)是鞍点;当λ4 <0,即m >1-
1

cβ-ad
时,由

Lyapunov稳定性判别法可知E1(1,0)是稳定的结点.

定理3 记m1=
 (cβ-ad)2+2ad2- (cβ-ad)4+4d2

2(cβ-ad)2
,则:

① 当a(cβ-ad)2+a2 ≤1且0<m <1-
1

cβ-ad
时,E*(x*,y*)是局部渐近稳定的;

②当a(cβ-ad)2+a2≥1且0<m <m1 时,E*是不稳定的;当m1<m <1-
1

cβ-ad
时,E*

是局部渐近稳定的.

811
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证明 由式(7)知,系统(3)在E*(x*,y*)处的雅可比矩阵为:

J(E*)=

1
1+Ky*

(1-2x*)- βy*

(1+a(x*-m))2
-

1
(1+Ky*)2x

*(1-x*)- β(x*-m)
1+a(x*-m)

cβy*

(1+a(x*-m))2
-d+

cβ(x*-m)
1+a(x*-m)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

其中J22(x*,y*)=
 

0,
 

J12(x*,y*)<0,
 

J21(x*,y*)>0,
 

detJ(E*)=-J12(x*,y*)J21(x*,y*)>0.
于是再由矩阵迹的性质可知trJ(E*)=J11(x*,y*),

 

J11(x*,y*)<0相当于(cβ-ad)2x*2-(2dcβ+
(cβ-ad)2)x*+dcβ<0,即:

 (cβ-ad)3m2-((cβ-ad)3+2ad2(cβ-ad))m-2cβd2+(ad2+d2)(cβ-ad)<0.
为了研究上式成立所需满足的条件,设函数R(m)=(cβ-ad)3m2-((cβ-ad)3+2ad2(cβ-

ad))m-2cβd2+(ad2+d2)(cβ-ad),于是由方程R(m)=
 

0的判别式Δ2=(cβ-ad)6+4ad2(cβ-

ad)4+4a2d4(cβ-ad)2-4(cβ-ad)3[-2cβd2+(ad2+d2)(cβ-ad)]=(cβ-ad)2((cβ-ad)4+
4d2)>0可知,方程R(m)=

 

0有2个根(m1 和m2),其中

 m2=
 (cβ-ad)3+2ad2(cβ-ad)+ Δ2

2(cβ-ad)3
≥1+

ad2

(cβ-ad)2
>1-

d
cβ-ad.

下面讨论E*的稳定性.
当m1 ≤0时,即a(cβ-ad)2+a2 ≤1时,则由函数R(m)图象可知对所有的m1<m <m2 有

R(m)<0.因此,当
 

0<m <1-
d

cβ-ad
时有tr(E*)<0,由此可知此时E*是局部渐近稳定的.

当m1 >0时,即a(cβ-ad)2+a2 ≥1时,则由函数R(m)图象可知对所有的0<m <m1 有

R(m)>0.因此,当0<m <m1 时有tr(E*)>0,由此可知此时E*是不稳定的.由于对所有的m1<

m <m2 有R(m)<0,因此当m1<m <1-
d

cβ-ad
时有tr(E*)<0,由此可知此时E*是局部渐近

稳定的.

引理2(Bendixson-Dulac定理[9]) 设F、G、φ为单连通区域U 上的二元函数,且函数∂
(φF)
∂x +

∂(φG)
∂y

在U 中的零点集测度为0,则微分方程dx
dt=F(x,y)和dy

dt=G(x,y)没有周期解,其中(x,y)∈U.

定理4 当1-
d

cβ-ad >
1
a

且m >1-
d

cβ-ad
时,E1(1,0)是全局渐近稳定的.

证明 由定理1—3可知:当1-
d

cβ-ad>
1
a

且m >1-
d

cβ-ad
时,E1(1,0)是系统(3)的唯一

平衡点,且该平衡点是局部渐近稳定的.如果系统(3)在Ω内存在1个闭轨,则由闭轨性质可知,在闭轨

内无法总存在1个平衡点.因此,当1-
d

cβ-ad>
1
a

且m >1-
d

cβ-ad
时,系统(3)在Ω内不存在闭

轨.于是再由系统(3)的有界性可知,稳定结点E1(1,0)是全局渐近稳定的.

定理5 记m3=
 -2-7a- (2+7a)2+48(1-a)2

16a
,

 

m4=
 -2-7a+ (2+7a)2+48(1-a)2

16a
,

并假设:

①a(cβ-ad)2+a2 ≤1,
 

0<m <min{1-
d

cβ-ad
,1
a -1};

②a(cβ-ad)2+a2 ≤1,
 

max{1a -1,m3}<m <min{1-
d

cβ-ad
,m4};
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③a(cβ-ad)2+a2 ≥1,
 

m1 <m <min{1-
d

cβ-ad
,1
a -1};

④a(cβ-ad)2+a2 ≥1,
 

max{1a -1,m1,m3}<m <min{1-
d

cβ-ad
,m4}.

则当满足条件 ①—④ 中的任一条件时,E*(x*,y*)是全局渐近稳定的.
证明 由定理3知,系统(3)的唯一正平衡点E*是局部渐近稳定的.由此可知要证明E*是全局渐近

稳定的,只需证明系统(3)在第一象限内没有周期解即可.为此,本文取Dulac函数R(x,y)=(1+

a(x-m))(x-m)-1y-1.由此对
∂(RF1)
∂x +

∂(RF2)
∂y

进行计算可得:

 
∂(RF1)
∂x +

∂(RF2)
∂y =-y-1(1+Ky)-1(x-m)-2[2ax3-(-1+a+4am)x2-

  (1-a-am)2mx+m-am2]=△ -y-1(1+Ky)-1(x-m)-2φ(x). (8)

由上式可知φ'(x)=(2x-2m)(3ax+1-a-am)=
 

0有2个根,分别为x1=m >0,
 

x2=-(1-
a-am)/(3a).下面对x2 进行讨论.

1)当x2≤0(即m≤1/a-1)时,φ'(x)≥0(x≥m),因此φ(x)在x≥m 上是单调递增的.因为

0<m<1-
d

cβ-ad<1
,所以φ(m)=-m2+m>0,故φ(x)≥φ(m)>0,

 ∂(RF1)
∂x +

∂(RF2)
∂y

 

<0.

于是再由引理2可知,系统(3)在Ω内不存在周期解.

2)当x2≥0(即m >1/a-1)时,由φ'(1-am)=(2-2m)(a+1)>0可得m <x2<1-am.
当m <x <x2 时,φ'(x)<0,故φ(x)在m <x <x2 上单调递减.当x ≥x2 时,φ'(x)>0,故

φ(x)在x ≥x2 上是单调递增的:因此φ(x2)是Ω内最小值.由此可知,要证明φ(x)>0,只需证明

φ(x2)>0即可.下面证明φ(x2)>0.由式(8)可知:

 φ(x2)=
 

2ax3
2-(-1+a+4ma)x2

2-(1-a-ma)2mx2+m-am2 >

  1-a-am
3a

(8a2m2+(2a+7a2)m-(1-a)2).

设函数ω(m)=
 

8a2m2+(2a+7a2)m-(1-a)2,于是由方程ω(m)=
 

0的判别式Δ3=(2a+7a2)2+

48a2(1-a2)>0可知,方程ω(m)=
 

0有2个正根(m3 和m4).当m3 <m <m4 时,由函数的ω(m)

图象可知,ω(m)<0;又因为1-a<am,所以1-a-am/(3a)<0,故φ(x)≥φ(x2)>0.进而

可得对所有的m3 <m <m4,有
∂(RF1)
∂x +

∂(RF2)
∂y <0.于是再由引理2可知,系统(3)在Ω内不存在

周期解.
综上可知,当满足定理5中的任一条件时,E*是局部渐近稳定的,且系统(3)在Ω内不存在周期解,

即系统(3)在第一象限内没有闭轨.由此再由系统(3)的有界性可知,E*是全局渐近稳定的.证毕.

3 系统(3)极限环的存在性

定理6 当a(cβ-ad)2+a2 ≥1且0<m <m1 时,系统(3)存在一个极限环.

证明 由定理3知,当a(cβ-ad)2+a2≥1且0<m<m1时,E*不稳定.由0<m<1-
d

cβ-ad

可得x1=
 

1>
d

cβ-ad+m=x*.设L1:x-x1=
 

0,则由该式及系统(3)可知,对y>0,有
dL1

dt (3)
=

 

dx
dt x=x1

=- β(1-m)y
1+a(1-m)<0.

设L2:y=􀭹y,则由该式及系统(3)可知,对0<x <x*,有dL2

dt (3)
=

 

021
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dy
dt y=􀭹y

=-d􀭹y+
cβ(x-m)􀭹y
1+a(1-m)<0.

设L3:2(x1-x*)(y-􀭹y)+􀭹y(x-x*)=
 

0,则由该式及系统(3)

可知,对0<x <x*,
 

y>0,有
dL3

dt (3)
=2(x1-x*)dy

dt+􀭹y
dx
dt <

f(􀭹y)
(1+a(x-m))(1+Ky)

,其中

f(􀭹y)=-
Kβ
4
(x-m)􀭹y4-β

4
(x-m)􀭹y4-β

4
(x-m)􀭹y3+(2K(x1-x*)(β-ad)(x-m)-2dk(x1-

x*)+x(1-x)(1+a(x-m)))􀭹y2+2(x1-x*)(cβ-ad)(x-m)-2d(x-x*).因为-
Kβ
4
(x-

m)<0,所以对充分大的􀭹y 有
dL3

dt <0.由此根据Poincare-Bendixson定理[10]可知,系统(3)存在一个

极限环.

4 恐惧效应和避难所对种群密度的影响

4.1 恐惧效应对系统(3)稳定性的影响

由定理5可知,系统(3)的稳定性与恐惧程度K 无关,即恐惧效应不影响系统(3)的稳定性.

4.2 恐惧效应对捕食者种群密度的影响

将y*对K 求导数可得:

 dy
*

dK =
 4βK(x*-m)2x*(1-x*)(1+a(x*-m))+2β(x*-m)2 Δ1 -2(x*-m)Δ1

4K2β(x*-m)2 Δ1

<0,

lim
K → ∞

dy*

dK =
 

0,这表明增加恐惧效应可以减少捕食者的种群密度.

4.3 恐惧效应和避难所同时对捕食者种群密度的影响

当K=
 

0时(无恐惧效应时),由式(5)可解得系统(3)有1个正平衡点Ê(̂x,̂y),其中x̂=
 d
cβ-ad+

m,
 

ŷ=
 cγ(d+m(cγ-ad))((cγ-ad)(1-m)-d)

βd(cβ-ad)2
.将x̂、̂y 对m 求导数可得:d̂x

dm =
 

1>0,
 d̂y
dm =

 

-2cγ(cγ-ad)m+cγ(cγ-ad)-2dcγ
βd(cγ-ad) .由d̂xdm >0可知,̂x 是关于m 的递增函数,这表明此时食饵

避难所有利于食饵种群密度的增加.当0<m <
1
2-

d
cβ-ad

时,由d̂y
dm >0可知ŷ是关于m 的递增函

数,这表明此时食饵避难所有利于捕食者种群密度的增加;当1
2-

d
cγ-ad <m <1-

d
cβ-ad

时,由

d̂y
dm <0可知ŷ 是关于m 的递减函数,这表明此时食饵避难所不利于捕食者种群密度的增加.当m =

 

1
2-

d
cγ-ad

时,由上述和 d̂y
dm =

 

0可知,此时捕食者种群密度达到最大.由于正平衡点是全局稳定的,

所以可知当m=
 1
2-

d
cγ-ad

时,食饵种群密度不会无限增大,而捕食者种群密度也不会绝灭.

当K ≠0时(具有恐惧效应时),求x*、y*对 m 的导数可得:dx
*

dm =
 

1>0,
 dy*

dm =
 

Δ1 ·

(cβ-ad)(1-2m)-2d
cβ-ad

cβ
cβ-ad.由dx

*

dm >
 

0可知,x*是关于m 的递增函数,这表明此时食饵避难所
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有利于食饵种群密度的增加.当0<m <
1
2-

d
cβ-ad

时,由dy
*

dm >0可知y*是关于m 的递增函数,这

表明此时食饵避难所有利于捕食者种群密度的增加;当1
2-

d
cγ-ad<m<1-

d
cβ-ad

时,由dy
*

dm <0

可知y*是关于m 的递减函数,这表明此时食饵避难所不利于捕食者种群密度的增加.当m =
 1
2-

d
cβ-ad

时,由上述和dy
*

dm =
 

0可知,此时捕食者种群密度达到最大.由于正平衡点是全局稳定的,所以

可知当m=
 1
2-

d
cβ-ad

时,食饵种群密度不会无限增大,捕食者种群密度也不会绝灭.
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