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摘要:
 

利用差分算子的定义给出了一类新的n变量可加 二次混合型泛函方程,并通过对函数性态进行分类

得到了其在实向量空间中的通解,同时利用不动点方法证明了该混合型泛函方程在PM 空间中具有 Hyers-
Ulam稳定性.
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Abstract:
 

A
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0 引言

由于混合型泛函方程在相对论、信息论和保险统计等领域具有广泛的应用,因此受到学者们的关

注.近年来,许多学者研究了混合型泛函方程的稳定性.例如:文献[1]的作者对一类二 三次混合型泛

函方程在非阿基米德(n,β)赋范空间中的稳定性进行了分析;文献[2]和文献[3]的作者分别在模糊空

间和Banach空间中研究了可加 四次混合型泛函方程的稳定性;文献[4]和文献[5]的作者分别在随机

赋范空间和非阿基米德空间中研究了可加 二次混合型泛函方程的稳定性.
2023年,文献[6]的作者研究了如下可加泛函方程:

 f(x+y)=f(x)+f(y), (1)

并给出了方程(1)的通解(f(x)=bx),其中可加泛函方程的每个解f 都被称为可加映射.同年,文献

[7]的作者研究了如下二次泛函方程:

 f(x+y)+f(x-y)=
 

2f(x)+2f(y), (2)
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并给出了方程(2)的通解(f(x)=ax2),其中二次泛函方程的每个解f 都被称为二次映射.
概率模空间是由Kourosh[8]首次提出的.设X 是一个实向量空间,Δ 是所有分布函数的集合.若映

射μ:X →Δ 满足以下条件:

1)μ(x)(0)=
 

0;

2)当x=
 

0,且t>0时,有μ(x)(t)=
 

1;

3)μ(-x)(t)=
 

μ(x)(t);

4)对所有的x,y∈X,
 

a,b,s,t∈R+
0,

 

a+b=
 

1,有μ(ax+by)(s+t)≥μ(x)(s)∧μ(y)(t).
则称(X,μ)是一个概率模空间(PM 空间),其中符号“∧”代表“min”.若对所有的x∈X,

 

t>0,
 

a∈

R\{0},b∈(0,1],有μ(ax)(t)=
 

μ(x)
t
a b  ,则称(X,μ)是b 同态的.

另外,在(X,μ)是b 同态的情况下,文献[8]的作者还将上述条件4)变为了如下形式:

 μ(x+y)(2b(s+t))=
 

μ
1
2x+

1
2y  (s+t)≥μ(x)(s)∧μ(y)(t).

基于上述可加泛函方程(1)和二次泛函方程(2),本文建立了如下一类n 变量混合型泛函方程:

 f(2x1+x2+…+xn)+f(x1+2x2+…+xn)+…+f(x1+x2+…+2xn)=

  ∑
n

i=1
f(-xi)+(n+2)f(x1+x2+…+xn),∀n∈N, (3)

并利用不动点法研究了其在PM 空间中的稳定性.

1 方程(3)的解

假设P和X都为实向量空间.本文将在f分别为奇映射和偶映射的情形下,对泛函方程(3)进行求解.
定理1 若奇映射f:P→X 满足泛函方程(3),则f 是一个可加映射.
证明 假设奇映射f 满足泛函方程(3),则在方程(3)中分别用(0,0,…,0)和(x1,0,…,0)替代

(x1,x2,…,xn)可得f(0)=
 

0和

 f(2x1)=
 

2f(x1),∀x1∈P. (4)

再用(x1,x1,0,…,0)替代(x1,x2,…,xn)可得:

 f(3x1)=
 

3f(x1),∀x1∈P. (5)
由式(4)和式(5)可得f(nx1)=nf(x1).在方程(3)中,再用(x1,x2,0,…,0)替代(x1,x2,…,xn)可得:

 f(2x1+x2)+f(x1+2x2)=
 

4f(x1+x2)-f(x1)-f(x2),∀x1,x2∈P. (6)

再用(x1,x2,x1,0,…,0)替代(x1,x2,x3,…,xn)可得:

 2f(3x1+x2)+2f(x1+x2)=
 

5f(2x1+x2)-2f(x1)-f(x2),∀x1,x2∈P.
在上式中,令x2=x2-x1 可得:

 2f(2x1+x2)=
 

5f(x1+x2)+f(x1-x2)-2f(x1)-2f(x2),∀x1,x2∈P. (7)

在式(7)中,用(x2,x1)替代(x1,x2)可得:

 2f(x1+2x2)=
 

5f(x1+x2)-f(x1-x2)-2f(x1)-2f(x2),∀x1,x2∈P. (8)
将式(7)和式(8)相加可得:

 f(2x1+x2)+f(x1+2x2)=
 

5f(x1+x2)-2f(x1)-2f(x2),∀x1,x2∈P.
于是再由式(6)即可得到方程(1),因此f 是可加的.证毕.

定理2 若偶映射f:P→X 满足泛函方程(3),则f 是一个二次映射.
证明 假设偶映射f 满足泛函方程(3),则在方程(3)中分别用(0,0,…,0)和(x1,0,…,0)替代

(x1,x2,…,xn)可得f(0)=
 

0和

 f(2x1)=
 

4f(x1),∀x1∈P. (9)
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再用(x1,x1,0,…,0)替代(x1,x2,…,xn),有:

 f(3x1)=
 

9f(x1),∀x1∈P. (10)

由式(9)和式(10)可得f(nx1)=
 

n2f(x1).在方程(3)中,再用(x1,x2,0,…,0)替代(x1,x2,…,xn)
可得:

 f(2x1+x2)+f(x1+2x2)=
 

4f(x1+x2)+f(x1)+f(x2),∀x1,x2∈P. (11)
再用(x1,x2,x1,0,…,0)替代(x1,x2,x3,…,xn)可得:

 2f(3x1+x2)+4f(x1+x2)=
 

5f(2x1+x2)+2f(x1)+f(x2),∀x1,x2∈P.
在上式中,令x2=x2-x1 可得:

 2f(2x1+x2)=
 

5f(x1+x2)+f(x1-x2)+2f(x1)-4f(x2),∀x1,x2∈P. (12)
在式(12)中,用(x2,x1)替代(x1,x2)可得:

 2f(x1+2x2)=
 

5f(x1+x2)+f(x1-x2)-4f(x1)+2f(x2),∀x1,x2∈P. (13)
将式(12)和式(13)相加可得:

 f(2x1+x2)+f(x1+2x2)=
 

5f(x1+x2)+f(x1-x2)-f(x1)-f(x2),∀x1,x2∈P,
于是再由式(11)即可得方程(2),因此f 是二次的.证毕.

2 方程(3)的稳定性

定义1[9] 令Xρ 是一个模空间,且模ρ满足Fatou性质,C 是Xρ 上的一个ρ 完备的非空子集.如
果存在k<1,且对所有的x,y∈C使得ρ(T(x)-T(y))≤K·max{ρ(x-y),ρ(x-T(x)),ρ(y-
T(y)),ρ(x-T(y)),ρ(y-T(x))},则称T:C →C 是一个拟压缩自映射.

引理1[9](不动点定理) 若对任意的x∈C,使得δρ(x)∶=
  

sup{ρ(Tn(x)-Tm(x)):m,n∈N}<∞,

则序列{Tn(x)}收敛到点w(w∈C).如果有ρ(w-T(w))<∞和ρ(x-T(w))<∞,则称{Tn(x)}
的ρ 收敛点w 是T 的一个唯一不动点,即若w*是T 的任一满足ρ(w -w*)< ∞ 的不动点,则有

w=w*.
在下文中本文总是假定M 是一个线性空间,(X,μ)是一个μ 完备b 同态的PM 空间.对于映射

f:M → (X,μ),分别定义其有如下差分算子:

 G0(x1,x2,…,xn)∶=
 

f(2x1+x2+…+xn)+f(x1+2x2+…+xn)+…+

  f(x1+x2+…+2xn)-(n+2)f(x1+x2+…+xn)+∑
n

i=1
f(xi),∀n∈N,

 Ge(x1,x2,…,xn)∶=
 

f(2x1+x2+…+xn)+f(x1+2x2+…+xn)+…+

  f(x1+x2+…+2xn)-(n+2)f(x1+x2+…+xn)-∑
n

i=1
f(xi),∀n∈N.

下面,利用不动点方法分析n 变量混合型泛函方程(3)在PM 空间中的稳定性.
定理3 令M 是一个线性空间,(X,μ)是一个μ 完备b 同态的PM 空间.设映射φ:M ×M →Δ

满足φ(2ax,0,…,0)(2abNt)≥φ(x,0,…,0)(t),∀x∈M,且对所有的x1,x2,…,xn∈M 和0<N <
1
2b

满足
 

lim
m→∞

φ(2amx1,2amx2,…,2amxn)(2abmt)=
 

1.再设映射f:M → (X,μ)满足

 f(0)=
 

0, (14)
且对所有的x1,x2,…,xn∈M 满足不等式

 μ(G0(x1,x2,…,xn))(t)≥φ(x1,x2,…,xn)(t), (15)
则对所有的x∈M,存在唯一的可加映射A:M → (X,μ)满足方程(3),且使得

 μ(A(x)-f(x))
t

N
a-1
2 (1-2bN)  ≥φ(x,0,…,0)(t). (16)
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证明 在式(15)中,用(x,0,…,0)替代(x1,x2,…,xn)可得:

 μ(f(2x)-2f(x))(t)≥φ(x,0,…,0)(t),∀x∈M,
由上式可得:

 μ
f(2x)
2 -f(x)  (t)= 

μ(f(2x)-2f(x))(2bt)≥φ(x,0,…,0)(2bt),∀x∈M. (17)

在式(17)中,用2-1x 替代x 可得:

 μ
f(2-1x)
2-1 -f(x)  (t)= 

μ
f(x)
2 -f(2-1x)  t

2b  ≥φ(2-1x,0,…,0)2bN-1Nt
2b  ≥

  φ(x,0,…,0)(2bN-1t),∀x∈M. (18)

由式(17)和式(18)可得:

 μ
f(2ax)
2a -f(x)  (t)≥ψ(x)(t)∶=

  

φ(x,0,…,0)(2bN
a-1
2t),

 

∀x∈M. (19)

令集合S∶=
 

{f:M →(X,μ)|f(0)=
 

0},并定义S上的模
 

β为β(f)=
 

inf{l>0:μ(f(x))(lt)≥

ψ(x)(t),∀x∈M},且β 满足Δ2 条件和Fatou性质,由此可得Sβ 是β 完备的[10].

定义映射T:Sβ →Sβ 为TA(x)∶=
 A(2ax)
2a

,且对任意的l∈R+,存在g,h∈Sβ,且使得β(g-

h)≤l.由β 的定义可得μ(g(x)-h(x))(lt)≥ψ(x)(t),∀x∈M.进而由该式可得:

 μ(Tg(x)-Th(x))(Nlt)=
 

μ
g(2ax)
2a -

h(2ax)
2a  (Nlt)= 

μ(g(2ax)-h(2ax))(2abNlt)≥

  ψ(2ax)(2abNt)≥ψ(x)(t),∀x∈M.
由上式可知对所有的g,h∈Sβ 有β(Tg-Th)≤Nβ(g-h),这表明T 是一个β 严格压缩映射.

在式(19)中,用2ax替代x可得μ
f(22ax)
2a -f(2ax)  (t)≥ψ(2ax)(t),∀x∈M,进而由该式可得:

 μ 2-2af(22ax)-2-af(2ax)  (Nt)=
 

μ 2-af(22ax)-f(2ax)  (2abNt)≥
  ψ(2ax)(2abNt)≥ψ(x)(t),

 

∀x∈M. (20)

由式(19)和式(20)可得:

 μ
f(22ax)
22a

-f(x)  (2b(Nt+t))≥

  μ
f(22ax)
22a

-f(2ax)
2a  (Nt)∧μ

f(2ax)
2a -f(x)  (t)≥ψ(x)(t),

 

∀x∈M. (21)

在式(21)中,分别用2ax、2ab2b(N2t+Nt)替代x、2b(Nt+t)可得:

 μ(2-2af(23ax)-f(2ax))(2ab2b(N2t+Nt))≥ψ(2ax)(2abNt)≥ψ(x)(t),∀x∈M.
由上式可得:

 μ(2-3af(23ax)-2-af(2ax))(2b(N2t+Nt))≥ψ(x)(t),∀x∈M, (22)

由式(19)和式(22)可得:

 μ
f(23ax)
23a

-f(x)  (2b(2b(N2t+Nt)+t))≥

 μ
f(23ax)
23a

-f(2ax)
2a  (2b(N2t+Nt))∧μ

f(2ax)
2a -f(x)  (t)≥ψ(x)(t),∀x∈M.

(23)

对比式(21)和式(23)可得:

 μ
f(2amx)
2am -f(x)  (2bN)m-1t+2b∑

m-1

i=1

(2bN)i-1t  ≥ψ(x)(t),∀x∈M,
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其中整数m >0.因此由上式可得:

 β(Tmf-f)≤ (2bN)m-1+2b∑
m-1

i=1

(2bN)i-1 ≤2b∑
m

i=1

(2bN)i-1 ≤
2b

1-2bN
.

由Cauchy收敛定理知,{Tm(f)}是β 收敛到A 的[10],故上式可变形为β(A-f)≤
2b

1-2bN
.于是有

μ(A(x)-f(x))
2b

1-2bN
t  ≥ψ(x)(t)∶=

  

φ(x,0,…,0)(2bN
a-1
2t),进而可得:

 μ(A(x)-f(x))
t

N
a-1
2 (1-2bN)  ≥φ(x,0,…,0)(t),

 

∀x∈M.

由上式可知不等式(16)成立.再由引理1易证A 具有唯一性[10],证毕.
定理4 令M 是一个线性空间,(X,μ)是一个μ 完备b 同态的PM 空间.设映射φ:M ×M →Δ

满足φ(2ax,0,…,0)(22abNt)≥φ(x,0,…,0)(t),∀x∈M,且对所有的x1,x2,…,xn∈M 和0<N<
1
2b

满足
 

lim
m→∞

φ(2amx1,2amx2,…,2amxn)(22abmt)=
 

1.再设映射f:M → (X,μ)满足式(14),且对所有的

x1,x2,…,xn∈M 满足不等式

 μ(Ge(x1,x2,…,xn))(t)≥φ(x1,x2,…,xn)(t). (24)

则对所有的x∈M,存在唯一的二次映射Q:M → (X,μ)满足方程(3),且使得

 μ(Q(x)-f(x))
t

2bN
a-1
2 (1-2bN)  ≥φ(x,0,…,0)(t). (25)

证明 在式(24)中,用(x,0,…,0)替代(x1,x2,…,xn)可得:

 μ(f(2x)-4f(x))(t)≥φ(x,0,…,0)(t),∀x∈M.
由上式可得:

 μ
f(2x)
22

-f(x)  (t)= 

μ(f(2x)-22f(x))(22bt)≥φ(x,0,…,0)(22bt),∀x∈M. (26)

在式(26)中,用2-1x 替代x 可得:

 μ
f(2-1x)
2-2 -f(x)  (t)= 

μ
f(x)
22

-f(2-1x)  t
22b  ≥φ(2-1x,0,…,0)22bN-1Nt

22b  ≥
  φ(x,0,…,0)(22bN-1t),∀x∈M. (27)

由式(26)和式(27)可得:

 μ
f(2ax)
22a

-f(x)  (t)≥ψ(x)(t)∶=
  

φ(x,0,…,0)(22bN
a-1
2t),

 

∀x∈M. (28)

根据证明定理3中所给出的集合S 及其模β,本文定义映射T:Sβ →Sβ 为TQ(x)∶=
  Q(2ax)
22a

,且

对任意的l∈R+,存在g,h∈Sβ,使得β(g-h)≤l.由β 的定义可得:μ(g(x)-h(x))(lt)≥

ψ(x)(t),∀x∈M.由该式可得:

 μ(Tg(x)-Th(x))(Nlt)=
 

μ
g(2ax)
22a

-
h(2ax)
22a  (Nlt)= 

μ(g(2ax)-h(2ax))(22abNlt)≥

  ψ(2ax)(22abNt)≥ψ(x)(t),∀x∈M.
由上式可知对所有的g,h∈Sβ 有β(Tg-Th)≤Nβ(g-h),这表明T 是一个β 严格压缩映射.

在式(28)中,用2ax 替代x 可得μ
f(22ax)
22a

-f(2ax)  (t)≥ψ(2ax)(t),∀x∈M.由该式可得:

 μ 2-2(2a)f(22ax)-2-2af(2ax)  (Nt)=
 

μ 2-2af(22ax)-f(2ax)  (22abNt)≥

311
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  ψ(2ax)(22abNt)≥ψ(x)(t),
 

∀x∈M. (29)
由式(28)和式(29)可得:

 μ
f(22ax)
22(2a)

-f(x)  (2b(Nt+t))≥

  μ
f(22ax)
22(2a)

-f(2ax)
22a  (Nt)∧μ

f(2ax)
22a

-f(x)  (t)≥ψ(x)(t),
 

∀x∈M. (30)

在式(30)中,分别用2ax 和22ab2b(N2t+Nt)替代x、2b(Nt+t)可得:

 μ(2-2(2a)f(23ax)-f(2ax))(22ab2b(N2t+Nt))≥ψ(2ax)(22abNt)≥ψ(x)(t),∀x∈M.
由上式可得μ(2-3(2a)f(23ax)-2-2af(2ax))(2b(N2t+Nt))≥ψ(x)(t),∀x∈M.再由式(28)可得:

 μ
f(23ax)
22(3a)

-f(x)  (2b(2b(N2t+Nt)+t))≥

  μ
f(23ax)
22(3a)

-f(2ax)
22a  (2b(N2t+Nt))∧μ

f(2ax)
22a

-f(x)  (t)≥ψ(x)(t),∀x∈M.

将上式与式(30)对比可得μ
f(2amx)
22am

-f(x)  (2bN)m-1t+2b∑
m-1

i=1

(2bN)i-1t  ≥ψ(x)(t),∀x∈M,

其中整数m >0.由该式可得:

 β(Tmf-f)≤ (2bN)m-1+2b∑
m-1

i=1

(2bN)i-1 ≤2b∑
m

i=1

(2bN)i-1 ≤
2b

1-2bN
.

由Cauchy收敛定理知,{Tm(f)}是β 收敛到Q 的[10],故上式可变形为β(Q-f)≤
2b

1-2bN
.于是有:

 μ(Q(x)-f(x))
2b

1-2bN
t  ≥ψ(x)(t)∶=

  

φ(x,0,…,0)(22bN
a-1
2t).

再由上式可得μ(Q(x)-f(x))
t

2bN
a-1
2 (1-2bN)  ≥φ(x,0,…,0)(t),∀x∈M,故不等式(25)成

立.由引理1易证Q 具有唯一性[10],证毕.
定理5 令M 是一个线性空间,(X,μ)是一个μ 完备b 同态的PM 空间.设映射φ:M ×M →Δ

满足φ(s2ax,0,…,0)2
iabN
2 t  ≥φ(sx,0,…,0)(

t
2
),∀x∈M,且对所有的x1,x2,…,xn∈M,

 

0<

N <
1
2b
,s∈{-1,1}和i∈{1,2}满足:

 lim
m→∞
minφ(2amx1,2amx2,…,2amxn)

2iabm

2 t  ,φ(-2amx1,-2amx2,…,-2amxn)
2iabm

2 t    =
 

1.

再设映射f:M → (X,μ)满足式(14),且对所有的x1,x2,…,xn∈M 满足不等式

 μ(f(2x1+x2+…+xn)+f(x1+2x2+…+xn)+…+f(x1+x2+…+2xn)-

  (n+2)f(x1+x2+…+xn)-∑
n

i=1
f(-xi))(t)≥φ(x1,x2,…,xn)(t),∀n∈N.

则对所有的x∈M,存在唯一的可加映射A:M → (X,μ)和二次映射Q:M → (X,μ)使得:

 μ(f(x)-A(x)-Q(x))(t)≥minφ(x,0,…,0)
N

a-1
2 (1-2bN)
2 t   ,

 

φ(-x,0,…,0)·

 N
a-1
2 (1-2bN)
2 t  ,φ(x,0,…,0)2

bN
a-1
2 (1-2bN)
2 t  , 

φ(-x,0,…,0)2
bN

a-1
2 (1-2bN)
2 t   .

(31)

证明 令f0(x)=
 1
2
[f(x)-f(-x)],则根据f0 的奇性有f0(-x)=-f0(x),且对所有的
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x1,x2,…,xn∈M 有:

 μ(f0(2x1+x2+…+xn)+f0(x1+2x2+…+xn)+…+f0(x1+x2+…+2xn)-

  (n+2)f0(x1+x2+…+xn)+∑
n

i=1
f0(xi))(t)≥

  minφ(x1,x2,…,xn)(
t
2
),φ(-x1,-x2,…,-xn)(

t
2
)  .

由定理3知,对所有的x∈M 存在唯一的可加映射A:M → (X,μ),使得:

μ(A(x)-f0(x))t  ≥minφ(x,0,…,0)
N

a-1
2 (1-2bN)
2 t  ,φ(-x,0,…,0)N

a-1
2 (1-2bN)
2 t    .

(32)

再令fe(x)=
1
2
[f(x)+f(-x)],则根据fe 的偶性有fe(-x)=fe(x),且对所有的x1,x2,…,xn∈M

有:μ(fe(2x1+x2+…+xn)+fe(x1+2x2+…+xn)+…+fe(x1+x2+…+2xn)-(n+2)·

fe(x1+x2+…+xn)-∑
n

i=1
fe(xi))(t)≥minφ(x1,x2,…,xn)(

t
2
),φ(-x1,-x2,…,-xn)(

t
2
)  .

由定理4知,对所有的x∈M 存在唯一的二次映射Q:M → (X,μ),使得:

 μ(Q(x)-fe(x))t  ≥

  minφ(x,0,…,0)
2bN

a-1
2 (1-2bN)
2 t  ,φ(-x,0,…,0)2

bN
a-1
2 (1-2bN)
2 t    .

于是再由式(32)即可得到式(31),证毕.
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