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摘要:
 

利用几何奇异摄动理论研究了一个具有Kuramoto-Sivashinsky(KS)扰动的广义Zakharov-Kuznetsov
(GZK)方程孤立波解的存在性.首先,利用动力系统分支理论计算了扰动GZK方程对应的未扰系统同宿轨

道的显式表达式;其次,在扰动参数充分小的情况下利用 Melnikov积分计算并得到了 KS扰动下的GZK方

程存在孤立波解的充分条件;最后,用数值方法证明了所得结果的正确性.
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Abstract:
 

Based
 

on
 

geometric
 

singular
 

perturbation,
 

the
 

existence
 

of
 

solitary
 

wave
 

solutions
 

of
 

a
 

generalized
 

Zakharov-Kuznetsov
 

(GZK)
 

equation
 

with
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(KS)
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bifurcation
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0 引言

在现实中,许多复杂的非线性现象都可以用非线性波动方程来描述,其中经典的浅水波方程为

Korteweg-de
 

Vries(KdV)方程[1]:ut+αuux +uxxx =
 

0,其中α是实数,uux 为非线性项,uxxx 为色散

效应项.将一维空间的 KdV方程推广到三维空间可以得到Zakharov-Kuznetsov(ZK)方程[2]:ut +
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αuux +(uxx +uyy +uzz)x =
 

0.ZK方程的更一般形式为广义Zakharov-Kuznetsov(GZK)方程[3]:ut+

α(un)x +(βuxx +γuyy +δuzz)x =
 

0,其中n≥2,α、β、γ 是实数.
由于研究浅水波方程的动力学行为有助于更好地了解浅水波的运动规律,因此许多学者对其进行

了研究.目前,有很多求解ZK方程行波解的方法,如动力系统法[3]、正弦 余弦法[4]、扩展的双曲正切

法[5]、扩展的广义Riccati方程映射法[6]等.但由于求解浅水波方程时不可避免地会受到某些因素(如

KS扰动、Marangoni效应等)的干扰,进而会使浅水波产生色散、耗散和波裂等现象;因此,研究受扰动

的ZK方程更具有现实意义.本文将在KS扰动下研究GZK方程是否存在孤立波解.
目前已有许多学者研究了具有扰动的浅水波方程,其中几何奇异摄动理论和 Melnikov积分是常用

的方法.例如:Ogawa[7]在 KS扰动下利用几何奇异摄动理论研究了 KdV方程 (ut +uux +uxxx +

ε(uxx +uxxxx)=
 

0)孤立波解的存在性,其中0<ε≪1,uxx 为扩散项,uxxxx 为耗散项,uxx+uxxxx 为KS

扰动.Li等[8]利用 Melnikov积分计算了扰动系统轨道中的稳定流形和不稳定流形之间的距离,并证明

了扰动KdV-mKdV方程存在孤立波,然而作者并未给出一般情况下的 Melnikov积分表达式.邱慧敏

等[9]利用几何奇异摄动理论研究了扰动广义KdV方程孤立波解的存在性,并通过对任意n 值都适用

的显式计算方法获得了同宿轨道的 Melnikov积分.基于上述研究,本文将利用几何奇异摄动理论和

Melnikov积分显式计算方法研究如下具有KS扰动的广义GZK方程:

 ut+α(un)x +(βuxx +γuyy +δuzz)x +ε(uxx +uxxxx)=
 

0. (1)

方程(1)为广义的(3+1)维方程,并且其同宿轨道具有复杂的“八字环”情况.

1 未扰GZK方程的孤立波解

首先对具有KS扰动的广义GZK方程进行行波变换(u(x,y,z,t)=
 

φ(ξ),其中ξ=
 

x+y+z-ct,

c为波速(c>0)),即将偏微分方程(1)转化为常微分方程:

 -cuξ +α(un)ξ +λuξξξ +ε(uξξ +uξξξξ)=
 

0, (2)

其中λ=
 

β+γ+δ.在方程(2)两边同时对ξ 积分,并令积分常数为0,则方程(2)可变形为:

 -cu+αun +λuξξ +ε(uξ +uξξξ)=
 

0. (3)

在式(3)中引入du
dξ

=
 

v 和dv
dξ

=
 

w,则式(3)可以转化为慢系统:

 

du
dξ

=
 

v,

dv
dξ

=
 

w,

εdwdξ
=

 

cu-αun -λw-εv.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(4)

对慢系统式(4)进行时间尺度变换,即令ξ=
 

εη,则系统(4)可变为式(3)的快系统:

 

du
dη

=
 

εv,

dv
dη

=
 

εw,

dw
dη

=
 

cu-αun -λw-εv.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(5)

在系统(4)和系统(5)中令ε→0,则可得如下系统(依次分别称为退化系统和层系统):
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du
dξ

=
 

v,

dv
dξ

=
 

w,

0=
 

cu-αun -λw,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

 du
dη

=
 

0,

dv
dη

=
 

0,

dw
dη

=
 

cu-αun -λw.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

其中:退化系统存在二维临界流形M0={(u,v,w)∈R3:cu-αun-λw=
 

0};层系统在平衡点处其线性

化系统的系数矩阵为N=

0 0 0

0 0 0

c-αnun-1 0 -λ  .经计算,该系数矩阵的特征值为0、0、-λ,所以临界

流形M0是法向双曲的[10].根据Fenichel第一不变流形定理[11]可知,在M0的o(ε)领域存在一个与M0

微分同胚的二维局部不变流形Mε:

 Mε ={(u,v,w)∈R3:w=
 1
λ
(cu-αun)+q(u,v,ε)}, (6)

其中q(u,v,ε)是关于u、v、ε光滑的,并且q(u,v,0)=
 

0.因此,将q(u,v,ε)按ε展开后,再将q(u,v,

ε)=
 

εq1(u,v,ε)+o(ε2)代入系统(4)中进行比较(比较ε的系数)可得:

 q1(u,v,ε)=
 1
λ2
(αnun-1-c-λ)v.

由上式可得不变流形Mε 为:

 Mε ={(u,v,w)∈R3:w=
 1
λ
(cu-αun)+

 ε
λ2
(αnun-1-c-λ)v+O(ε2)}.

若将系统(4)限制在Mε 上,则可将其动力学行为定义为:

 

du
dξ

=
 

v,

dv
dξ

=
 1
λ
(cu-αun)+

ε
λ2
(αnun-1-c-λ)v+O(ε2).

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
(7)

在扰动的平面动力系统(7)中,令ε→0可得与其对应的未扰平面动力系统:

 

du
dξ

=
 

v,

dv
dξ

=
 1
λ
(cu-αun).

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(8)

由系统(8)右端函数的零点个数可知:当n为偶数时,系统(8)有2个平衡点E0(0,0)和E1(φ0,0),其中

φ0=
 
n-1 c

α .若n为奇数且α>0时,系统(8)有3个平衡点,分别为E0(0,0)、E1,2(±φ0,0);当α<0

时,系统(8)只有1个平衡点E0(0,0).

系统(8)的线性化系数矩阵的行列式为J=
0 1

1
λ
(c-nαun-1) 0

=
 1
λ
(nαun-1-c).由平面动力系

统理论可知,在平衡点处,如果J<0,则该平衡点为鞍点;如果J>0,则该平衡点为中心点.由上述可

知,利用各平衡点处J 的符号可以进行如下判断:

1)当n 为偶数时:① 当λ>0时,E0 为鞍点,E1 为中心,如图1(a)所示;② 当λ<0时,E0 为中
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心,E1 为鞍点,如图1(b)所示.

2)当n为奇数时:①当α>0且λ>0时,E0 为鞍点,E1,2 为中心,如图1(c)所示;②当α>0且

λ<0时,E0为中心,E1,2为鞍点,如图1(d)所示;③当α<0且λ>0时,E0为鞍点,如图1(e)所示;

④ 当α<0且λ<0时,E0 为中心,如图1(f)所示.

  (a)
 

n为偶数,λ>0     (b)
 

n为偶数,λ<0    (c)
 

n为奇数,α>0,λ>0

 

(d)
 

n为奇数,α>0,λ<0   (e)
 

n为奇数,α<0,λ>0 
 

 (f)
 

n为奇数,α<0,λ<0

图1 未扰系统(8)的相图分支

根据哈密顿系统的定义[12]容易判断,系统(8)是哈密顿系统.将系统(8)中2个方程相除得(cu-

αun)du=
 

λvdv,再对该方程两边同时积分可得其哈密顿函数为:

 H(u,v)=
 1
2λv2-

c
2u2+

α
n+1

un+1=
 

h. (9)

由图1可以看出,图1(a)和图1(c)都存在同宿轨道,且λ>0,h=
 

0.此时:若n为偶数,则未扰系

统(8)存在环绕中心E1 和连接鞍点E0 的同宿轨道Γ(c)(即Γ+(c));若n为奇数,且α>0,则未扰系

统(8)存在环绕中心E1,2 和连接鞍点E0 的同宿轨道Γ(c)(即Γ+(c)∪Γ-(c)).

根据h=
 

0和式(9)可得v=
 du
dξ

=
 u
λ
· c-

2α
n+1

un-1.对该式两边同时对ξ 进行积分可得:

 un-1=
 (n+1)c
2α sech2

(n-1)c
2λ

ξ+k  , (10)

其中k为积分常数.令un-1(0)=
 (n+1)c
2α

,并将其代入式(10)计算可得k=
 

0.由此可得未扰动系统(8)

的同宿轨道的孤立波解(见图2)的显式表达式为:

 u=
 

(n+1)c
2α sech2

(n-1)c
2λ

ξ    
1

n-1

,
 

当n 为偶数时;

±
(n+1)c
2α sech2

(n-1)c
2λ

ξ    
1

n-1

,
 

当n 为奇数时.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(11)
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 (a)
 

n=4时的同宿轨道Γ(c)
 

   (b)
 

n=3时的同宿轨道Γ+(c)   (c)
 

n=3时的同宿轨道Γ-(c)

图2 α =β =λ =δ =c=1时未扰系统(8)的孤立波解

由上述可得如下定理1:

定理1 当λ>0时,若n 为偶数或奇数(α>0),则未扰系统(8)的孤立波解存在显式表达式,为

式(11).

2 扰动GZK方程孤立波解的存在性

GZK方程受到KS扰动后,由于其同宿轨道鞍点的稳定流形和不稳定流形的横截相交性可以由未

扰系统(8)同宿轨道的 Melnikov积分的简单零点决定[13],因此有:

M(c)=∮Γ(c)

v
1
λ
(cu-αun)  ∧ 0

1
λ2
(αnun-1-c-λ)v  dξ=

 1
λ2

 

∫
+∞

-∞
(αnun-1-c-λ)v2dξ.(12)

引理1 未扰系统(8)的右侧同宿轨道Γ+(c)的 Melnikov积分为:

 M +(c)=
 2c
(n-1)λ2 λ

(n+1)c
2α  

2
n-1
[(c+λ)(I(n+1,n-1)-I(2,n-1))+

  n(n+1)c
2

(I(n+1,n-1)-I(2n,n-1))]. (13)

证明 将式(11)代入式(12)可得未扰系统(8)的右侧同宿轨道Γ+(c)的 Melnikov积分为:

   M +(c)=
    

∮Γ+(c)

v
1
λ
(cu+-αun

+)  ∧ 0

1
λ2
(αnun-1

+ -c-λ)v  dξ=

  1
λ3

 

∫
+∞

-∞
(αnun-1

+ -c-λ)cu2
+-

2α
n+1

un+1
+  dξ=

  1
λ3

(c+λ) 2α
n+1

 

∫
+∞

-∞
un+1

+ dξ-c
 

∫
+∞

-∞
u2

+dξ  +αnc
 

∫
+∞

-∞
un+1

+ dξ-
2α

n+1
 

∫
+∞

-∞
u2n

+ dξ  􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =

  2c
(n-1)λ2 λ

(n+1)c
2α  

2
n-1
[(c+λ)(I(n+1,n-1)-I(2,n-1))+

  n(n+1)c
2

(I(n+1,n-1)-I(2n,n-1))].

其中I(m,n)=
 

∫
+∞

-∞
(sechρ)

2m
ndρ,

 

ρ=
 (n+1)c
2λ

ξ,
 

m=
 

2,n+1,2n.令θ=
 

arcsin(tanhρ),于是再查

积分表[14]可得:
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 I(m,n)=
 

∫
+∞

-∞
(1-tanh2ρ)

m-n
n dtanhρ=

 

∫
π
2

-
π
2

(cosθ)
2m-n

n dθ=
 

2∫
π
2

0
(cosθ)

2m-n
n dθ=

  

π
(2m-n

n -1)!!

(2m-n
n

)!!
,

 

当2m-n
n

为偶数时;

(2m-n
n -1)!!

(2m-n
n

)!!
,

 

当2m-n
n

为奇数时.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(14)

下面讨论具有KS扰动的GZK方程孤立波解的存在性.

定理2 当λ>0时,若n 为偶数或为奇数(α>0),则方程(1)在c0=-
a
b

处存在孤立波解.

证明 1)若n 为偶数,则由式(13)可得M(c)=M +(c)=△c
n+3
2(n-1)(a+bc),其中:

 a=
 2
(n-1)λλ

(n+1
2α

)
2

n-1(I(n+1,n-1)-I(2,n-1)),

 b=
 2
(n-1)λ2 λ

(n+1
2α

)
2

n-1[(I(n+1,n-1)-I(2,n-1))+
n(n+1)
2

·

  (I(n+1,n-1)-I(2n,n-1))].

对上式计算可得,当b≠0时M(c)存在简单零点c0=-
a
b
,并且M'(c0)=bc

n+3
2(n-1)
0 ≠0.

2)若n 为奇数,则由式(12)可得 M±(c)=
 1
λ3

 

∫
+∞

-∞
(αnun-1

± -c-λ)(cu2
±-

2α
n+1

un+1
± )dξ.于是由

u± 的显示表达式(11)和n的奇偶性知M +(c)=M -(c),因此有M(c)=M +(c)+M -(c)=
 

2M +(c).

同理,在点c0=-
a
b

处,M(c)=
 

0,并且M'(c0)≠0.

综上所述,当λ>0时,若n为偶数或为奇数(α>0),c0=-
a
b
,则在小扰动下系统(7)仍然存在同

宿轨道,即具有KS扰动的GZK方程(1)存在孤立波解.当ε→0时,该孤立波解即为未扰系统(8)的孤

立波解.

3 数值模拟

为验证上述结果的正确性,本文利用 Maple软件对方程(1)孤立波解的存在性进行了数值模拟验

证.验证时方程(1)中的n 分别取3和4.

1)当n=
 

4时,利用式(14)计算可得:I(2,3)=
 

3 πΓ(53
)

2Γ(76
)
,

 

I(5,3)=
 

24 πΓ(23
)

7Γ(16
)
,

 

I(8,3)=
 

40 πΓ(23
)

91Γ(76
)

.将上述结果代入式(13)可得c=
 

1.44.图3为n=
 

4时扰动系统(7)的相图和时间序列图,

其中ε=
 

0.001,初值为未扰系统(8)的同宿轨道与u 轴的交点P0(u,v)=(1.53,0),即图中的黑色点.

2)当n=
 

3时,利用式(14)计算可得:I(2,2)=
 

2,
 

I(4,2)=
 4
3
,

 

I(6,2)=
 16
15.

将上述结果代入式
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(13)可得c=
 

1.36.图4为n=
 

3时扰动系统(7)的相图和时间序列图,其中ε=
 

0.001,初值为未扰系统

(8)的同宿轨道与u 轴交点(P0(u,v)=(1.65,0)),即图中的黑色点.
由图3和图4可以看出,无论n取偶数还是奇数,系统(7)的同宿轨道在相当小(0<ε≪1)的扰动

下仍然存在,即在KS扰动下GZK方程仍存在孤立波解.

  (a)
 

扰动系统(7)的相图   (b)
 

扰动系统(7)的时间序列图

 图3 n=4时扰动系统(7)的相图和时间序列图

 (a)
 

扰动系统(7)的相图   (b)
 

扰动系统(7)的时间序列图

图4 n=3时扰动系统(7)的相图和时间序列图
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