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摘要:通过修改Levenberg-Marquardt参数,得到了一种改进的求解非线性方程组的Levenberg-Marquardt算

法.利用信赖域技术,在不必假设雅克比矩阵非奇异的局部误差界条件下,证明了该算法至少具有超线性收敛

性.数值实验表明,该算法能有效求解非线性方程组问题.
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0 引言

本文考虑如下非线性方程组

 F(x)=0 (1)

的求解,其中F(x)∶Rn→Rn 是连续可微函数.在本文中总假设方程(1)的解集为非空,记为X*,且 · 表

示2 范数.牛顿法是解方程组(1)的一个较为有效的方法,该方法在每次迭代中使用的搜索方向为

 dN
k =-J-1

k Fk. (2)

其中Fk=F(xk),Jk(Jk=F′(xk))是F(x)在xk 处的雅克比矩阵.当J(x)矩阵为Lipshitz连续且为非

奇异时,牛顿法产生的迭代点列二阶收敛于方程组(1)的解;但当Jk 是奇异矩阵或者接近于奇异时,牛
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顿步(2)无意义,即此时牛顿法不再适用.为此,Levenberg和Marquardt提出了解决上述问题的一个有

效方法 ———Levenberg-Marquardt方法(简称LM方法)[1-2].LM方法的试探步为

 dk=-(JT
kJk+λkI)-1JT

kFk, (3)

其中λk(λk >0)是迭代参数.由式(3)显然可知:当λk=0且Jk 为非奇异矩阵时,式(3)中的试探步dk

等价于牛顿步(2);当J(x)在解为非奇异且Lipshitz连续时,LM法同样具有二阶收敛性.研究表明,迭

代参数λk 的选取对LM方法的收敛性具有重要作用.例如:取λk= F(xk)2时,LM法在局部误差界的

条件约束下具有二阶收敛性[3].当采用信赖域技术且取λk=μk F(xk)时,LM法在局部误差界的条件

约束下具有局部二阶收敛性;但该选取在xk 远离解集时,因 Fk 较大,因此此时 LM 法的计算效率较

低[4].取λk=μk Fk

1+ Fk
时,LM法在不必假设Jk 为非奇异的局部误差界的条件约束下具有二阶收敛性,

并且可有效减小因xk 远离解集时 Fk 较大所产生的影响[5].为了节省雅克比矩阵的计算量,文献

[6-8]的作者还提出了多步迭代的方法,该方法有效地提高了计算效率.为了讨论LM参数的取值范围,

受文献[5]的启发,本文令λk=μk Fk
δ

1+ Fk
δ,δ∈(0,2].显然,由该式可知当xk 远离解集时,Fk 较大,

Fk
δ

1+ Fk
δ 趋近于1,λk 接近于μk;当xk 接近于解集时,Fk 趋向于0,λk 接近于μk Fk

δ.

定义价值函数ϕ(x)= F(x)2,则该函数在第k 次迭代的预测下降量(Predk)和实际下降量

(Aredk)可定义为如下形式:

 Aredk= Fk
2- F(xk+dk)2,Predk= Fk

2- Fk+Jkdk
2. (4)

其中dk 由式(3)得到,其比率为rk=Aredk

Predk
.rk 决定是否接受步长dk,以及用于调整新参数μk 的大小.

K.Amini等[5]研究发现,采用非单调策略的算法比采用单调策略的算法效率更高,因此可将实际下降

量表示为

 췍Aredk=F2
l(k)- F(xk+dk)2 . (5)

其中

 Fl(k)= max
0≤j≤n(k)

Fk- }{ j , (6)

k=0,1,2,…,n;n(k)=min N0,}{ k ,N0 是一个正整数.由式(6)可知,实际下降量的改变使得每次迭

代得到的新点都与前n(k)次迭代中的最差的点进行比较,从而影响比率췍rk:

 췍rk=
췍Aredk

Predk
. (7)

1 算法

新修正的LM法(算法1)的计算步骤如下:

步骤1 起始点x0 ∈Rn,参数N0 >0,μ0 >m>0,ε>0,0<p0 <p1 <p2 <1,k∶=0.

步骤2 如果 JT
kFk ≤ε,则终止;反之,有

 λk= μk Fk
δ

1+ Fk
δ,δ∈(0,2]. (8)

步骤3 解方程(JT
kFk+λkI)d=-JT

kFk,求出dk.

步骤4 由式(4)—(7)求出Predk、췍Aredk、Fl(k)、췍rk.
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步骤5 令xk+1=
xk+dk,췍rk ≥p0;

xk,췍rk <p{ .

步骤6 令μk+1=

4μk,如果췍rk <p1;

μk,如果췍rk ∈ p1,p[ ]2 ;

max μk

4
, }{ m ,其他

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

步骤7 令k=k+1,然后转到第1步.

算法1中要求μk ≥m,其中m 是一个大于零的常数,即

 μk ≥m,∀k∈Ν. (9)

这一要求可由步骤1给定的初始条件和步骤6满足.

2 局部收敛性

定义1 N 是Rn 上的一个集合,使得N ∩X*≠ ∅.如果存在一个常数c(c>0)使得

 F(x)≥cdist(x,X*),∀x∈Ν,

 dist(x,X)=inf
y∈X

y-x , (10)

则称 F(x)在N 上为方程(1)提供了一个局部误差界.

定义췍xk ∈X*,췍xk 表示X*中满足等式 췍xk-xk =dist(xk,X*)的解.

假设1[9] (a)F(x)连续可微并且 F(x)在 N(x*,b)上为方程(1)可提供局部误差边界,其中

0<b<1,N(x*,b)= x∈Rn| x-x* ≤ }{ b .
(b)F(x)和J(x)在N(x*,b)上Lipshitz连续可微,即存在两个常数L1(L1>0)和L2(L2>0)使:

 J(y)-J(x)≤L1 y-x ,∀x,y∈N(x*,b); (11)

 F(y)-F(x)≤L2 y-x ,∀x,y∈N(x*,b). (12)

由假设(a)和(b)可知

 F(y)-F(x)-J(x)(y-x)≤L1 y-x 2,∀x,y∈N(x*,b). (13)

引理1 在假设1成立的条件下,对所有充分大的k都有 dk ≤Ο(xk-췍xk )成立.

证明  设φk(d)= Fk+Jkd 2+λk d 2.由式(3)可知dk 是φk 的极小值,则再由式(8)、(9)、

(12)、(13)以及F(췍xk)=0可得

 dk
2 ≤ 1λk

φk(췍xk-xk)=1λk
(Fk+Jk(췍xk-xk)2+λk 췍xk-xk

2)=

  1+ Fk
δ

μk Fk
δ (Fk+Jk(췍xk-xk)2)+ 췍xk-xk

2 ≤

  1+Lδ
2 췍xk-xk

δ

cm 췍xk-xk
δ (L21 췍xk-xk

4)+ 췍xk-xk
2=Ο(췍xk-xk

2).

引理2 在假设1成立的情况下,对所有充分大的k,有:

(a)存在一个正的常数M >m,使得

 μk ≤M. (14)

(b)mγ<λk ≤MLδ
2 췍xk-xk

δ,γ=min 1
2
,c
2
췍xk-xk }{ δ . (15)

证明  因引理2中的(a)在文献[5]中已有具体证明,故在此省略.下证引理2中的(b).对于任意
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足够大的k,由式(12)、(14)和F(췍xk)=0有

 λk= μk Fk
δ

1+ Fk
δ ≤μk Fk

δ ≤MLδ
2 췍xk-xk

δ. (16)

下面证明不等式的左半部分.若 Fk ≤1,则 Fk
δ≤1,因此1+ Fk

δ≤2.再根据式(8)、(9)和

局部误差界的条件有λk = μk Fk
δ

1+ Fk
δ ≥μk

2 Fk
δ ≥ mc

2
췍xk-xk

δ.若 Fk >1,则1+ Fk
δ <

2Fk
δ,因此λk= μk Fk

δ

1+ Fk
δ >μk

2 ≥
m
2.令γ=min 1

2
,c
2
췍xk-xk }{ δ ,于是有mγ<λk.再结合式

(16)可得mγ<λk ≤MLδ
2 췍xk-xk

δ,证毕.
下面利用奇异值分解(SVD)证明算法1的局部收敛性.设雅克比矩阵J(췍x)的奇异值分解为:

 J(췍x)= 췍U1,췍U[ ]2

췍σ1

⋱
췍σr

0

⋱

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷
0

췍VT
1

췍VT

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

2
=췍U1췍Σ1췍VT

1.

其中췍σ1 ≥췍σ2 ≥ … ≥췍σr>0,rank췍Σ( )1 =r,췍U= 췍U1,췍U[ ]2 和췍V= 췍V1,췍V[ ]2 是两个正交矩阵.相应地,设

J(x)的奇异值分解为

 J(x)=UΣVT=

  (U1,U2,U3)

σ1

⋱

σr

σr+1

⋱

σr+q

⋱

0
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è

ç
ç
ç
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ç
ç
ç
ç
ç
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ç
ç
ç
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÷
÷
÷
÷
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÷
0
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1
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VT

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

3

=U1Σ1VT
1 +U2Σ2VT

2. (17)

其中,U= U1,U2,U[ ]3 和V= V1,V2,V[ ]3 是两个正交矩阵,Σ1=diagσ1,σ2,…,σ( )r ,σ1≥σ2≥ … ≥

σr>0,Σ2=diagσr+1,σr+2,…,σr+( )q ,σr+1≥σr+2≥…≥σr+q>0.将Jk 的SVD分解形式写成式(17)

的形式,然后根据Jk 的Lipshitz连续性以及矩阵摄动理论[10],得

 diag(Σ1-췍Σ1,Σ2,0)≤ Jk-췍Jk ≤L1 췍xk-xk .
因此有

 Σ1-췍Σ1 ≤L1 췍xk-xk ,Σ2 ≤L1 췍xk-xk . (18)

由于 x }{ k 可收敛到解集X*,因此可假设对于足够大的k有L1 췍xk-xk ≤
췍σr

2
,进而根据式(17)有

 Σ-1
1 ≤ 1

췍σr-L1 췍xk-xk
≤ 2췍σr

. (19)

引理3[5] 在假设1成立的条件下,对于充分大的k有:

(a)U1UT
1Fk ≤Ο 췍xk-x( )k ;
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(b)U2UT
2Fk ≤Ο 췍xk-xk( )2 .

证明  (a)和(b)的证明可参考文献[5]中的引理3.3的证明,在此省略.

定理1 在假设1成立的条件下,当δ∈ 0,( )1 时,算法1产生的序列 x }{ k 超线性收敛于方程组(1)

的解;当δ∈ 1,[ ]2 时,序列 x }{ k 二阶收敛于方程组(1)的解.

证明  根据式(10)、(11)、(15)和引理1有

 dk=-V1 Σ21+λk( )I -1Σ1UT
1Fk-V2 Σ22+λk( )I -1Σ2UT

2Fk.

由式(15)、(19)以及引理3有

 Fk+Jkdk=Fk-U1Σ1 Σ21+λk( )I -1Σ1UT
1Fk-U2Σ2 Σ22+λk( )I -1Σ2UT

2Fk=

  λkU1 Σ21+λk( )I -1UT
1Fk+λkU2 Σ22+λk( )I -1UT

2Fk.

因此

 Fk+Jkdk ≤λk Σ-2
1 U1UT

1F k+ U2UT
2Fk ≤

  4L
δ
1M
췍σ2r

Ο 췍xk-xk
1+( )δ +Ο 췍xk-xk( )2 =Ο 췍xk-xk

1+( )δ +Ο 췍xk-xk( )2 . (20)

根据公式(10)、(11)、(12)、(19)和引理1有

 c췍xk+1-xk+1 ≤ F(xk+1)= F(xk+dk)≤ F(xk)+Jkdk +L1 dk
2=

  Ο 췍xk-xk
1+( )δ +Ο 췍xk-xk( )2 . (21)

对于所有充分大的k,有 췍xk-xk =dist(xk,X*)≤ 췍xk+1-xk ≤ 췍xk+1-xk+1 + dk .故由引理1

知,对所有充分大的k,有 췍xk-xk ≤2dk ≤Ο 췍xk-x( )k ,所以 dk =Ο 췍xk-x( )k .再由式

(21)可知,若δ∈ 0,( )1 ,则 dk+1 =Ο dk
1+( )δ ;若δ∈ 1,[ ]2 ,则 dk+1 =Ο dk( )2 .即当δ∈

0,( )1 时,迭代点列 x }{ k 超线性收敛于方程组(1)的解;当δ∈ 1,[ ]2 时,点列 x }{ k 二阶收敛于方程组

(1)的解.

3 数值实验

为了验证算法1的有效性,本文利用试验对算法1和文献[5]中的算法2.1进行对比.测验函数

F(x)是标准非奇异函数,来源于文献[11].采用文献[12]中的方式对测验函数进行改进,结果为:

 ̂F(x)=F(x)-J(x*)A(ATA)-1AT(x-x*).

其中,A∈Rn×k(1≤k≤n)是一个列满秩的矩阵,F(x*)=0.显然 F̂(x)在x* 处的雅克比矩阵为

Ĵ(x*)=J(x*)(I-A(ATA)-1AT),且F̂(x*)=0.注意到F̂(x)的根未必是F(x)的根,因此本文选择

令A=[1,1,…,1]T ∈Rn×1,̂J(x*)的秩为n-1.

算法1与文献[5]中算法2.1的参数设置如下:p0=10-4,p1=0.25,p2=0.75,N0=5,μ1=1,m=

10-8.算法的停止条件是 JT
kFk ≤10-5,或者迭代次数超过1000次.两种算法的数值结果见表1.在表1

中:第3列表示迭代初始点为-10x0、-x0、x0、10x0、100x0,其中x0 是文献[11]中的标准初始点;NF
表示函数的计算次数;NJ 表示雅可比矩阵的计算次数;NT(NT=NF+NJ×n)表示计算的总数;在

NS? 中,Y表示算法收敛到解x*,N表示算法收敛到其他解.

从表1中可以看出,在大部分测试问题中,算法1中的函数的计算次数、雅可比矩阵的计算次数以

及总的计算次数大部分小于文献[5]中算法2.1的计算次数、雅可比矩阵的计算次数以及总的计算次

数,由此说明算法1的计算量小于文献[5]中算法2.1的计算量,即算法1对非线性方程组的求解效率

高于文献[5]中的算法2.1.
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表1 数值试验数据和结果

  问题 维数 x0
文献[5]中的算法2.1

NF NJ NT NS?
算法1

NF NJ NT NS?

Rosenbrock 2

-10 7 17 51 N 15 15 45 N
-1 11 11 33 N 10 10 30 N
1 15 15 45 Y 15 15 45 Y
10 17 17 51 Y 17 17 51 Y
100 21 21 63 Y 21 21 63 N

Powellsingular 4

-10 13 13 65 Y 12 12 60 Y
-1 10 10 50 Y 9 9 45 Y
1 10 10 50 N 10 10 50 N
10 13 13 65 N 13 13 65 N
100 16 16 80 N 16 16 80 N

Wood 4

-10 19 19 95 N 17 17 85 N
-1 15 15 75 N 13 13 65 N
1 16 16 80 Y 16 16 80 Y
10 19 19 95 Y 19 19 95 Y
100 22 22 110 Y 22 22 110 Y

Helicalvalley 3

-10 5 5 20 N 3 3 12 N
-1 1 1 4 N 1 1 4 N
1 8 8 32 N 8 8 32 N
10 8 8 32 N 8 8 32 N
100 8 8 32 N 8 8 32 N

Brownalmost-linear 10

-10 22 22 242 N 21 21 231 Y
-1 8 8 88 N 7 7 77 Y
1 8 8 88 Y 8 8 88 Y
10 23 23 253 Y 23 23 253 Y
100 45 45 495 Y 45 45 495 Y

Discreteboundaryvalue 10

-10 6 6 66 Y 7 7 77 Y
-1 9 9 99 Y 4 4 44 Y
1 4 4 44 N 3 3 33 N
10 6 6 66 N 6 6 66 N
100 9 9 99 N 9 9 99 N

Discreteintegral
equation 30

-10 11 11 341 N 9 9 279 Y
-1 8 8 248 N 6 6 186 Y
1 6 6 186 Y 6 6 186 Y
10 7 7 217 Y 7 7 217 Y
100 10 10 310 N 10 10 310 N

Trigonometric 30

-10 30 17 540 Y 19 10 319 Y
-1 26 14 446 Y 22 12 382 Y
1 34 18 574 N 27 17 537 N
10 65 44 1385 N 57 45 1407 N
100 59 49 1529 N 40 35 1090 N

Variablydimensioned
function 10

-10 17 17 187 N 15 15 165 N
-1 15 15 165 N 14 14 154 N
1 14 14 154 Y 14 14 154 Y
10 16 16 176 Y 16 16 176 Y
100 19 19 209 Y 19 19 209 Y

Broydentridiagonal 30

-10 30 18 570 N 21 13 411 N
-1 20 12 380 N 24 15 474 Y
1 9 9 279 Y 9 9 279 Y
10 14 14 434 Y 14 14 434 Y
100 17 17 527 N 17 17 527 Y

Broydenbanded 30

-10 10 10 310 Y 10 10 310 Y
-1 23 15 473 N 21 12 381 N
1 12 12 372 Y 12 12 372 Y
10 18 18 558 Y 18 18 558 Y
100 24 24 744 Y 24 24 744 Y

(下转第332页)
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