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摘要:讨论了Navier-Stokes系统降维模型的线性反馈控制问题.首先介绍了特征正交分解方法(proper
orthogonaldecomposition,POD),然后利用该方法建立了Navier-Stokes系统反馈控制问题的降维模型,最后

运用Ritz-Galerkin方法估计了线性反馈控制问题的降维模型解与有限元解之间的误差,并给出了计算降维

模型解和速度跟踪问题的算法.
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Abstract:ThispaperdiscussesthelinearfeedbackcontrolofNavier-Stokesflowsinareduced-ordermodeling.
Firstly,weintroducetheproperorthogonaldecompositionmethod.Andthen,usethemethodtoestablisha
reduced-ordermodelingoftheNavier-Stokesflowsfeedbackcontrolproblem.Finally,weestimatetheerror
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problemwiththeRitz-Galerkinmethod,andproposealgorithmsforcalculatingthesolutionofreducedorder
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0 引言

本文考虑如下Navier-Stokes系统的初边值问题:

 

ut-νΔu+(u·∇)u+∇p=f,(0,T)×Ω;

∇·u=0,(0,T)×Ω;

u(x,t)=0,(0,T)×∂Ω;

u(x,0)=u0,Ω

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï .

(1)

其中:Ω是有界开集;ν=Re-1,Re为Reynolds数;u表示流体速度向量;p为压力;f为体积力.

Navier-Stokes方程能够反映黏性流体流动的基本力学规律,因此该方程常被用于解决工程技术中
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的流体力学问题.近年来,许多学者研究了Navier-Stokes方程最优控制问题的数学逼近理论,并且给

出了求解非定常流动控制问题的数值方法[1-4].在对Navier-Stokes方程求解时,若采用有限元方法,则

会出现一个非常大的非线性代数方程组,计算难度较大,尤其是对于反馈控制或最优化控制的问题.研

究表明,利用降维法不仅可以保证计算的精度,节省计算机的内存,而且还可以大幅度提高计算效率.特

征正交分解法[5]作为降维方法的一种,其实质是在最小二乘的意义下找到能够代表已知数据的正交基.
在对Navier-Stokes方程降维模型的相关研究中,目前大多只是对其进行了数值分析,而对其进行理论

分析的较少;因此,本文运用POD方法讨论Navier-Stokes系统降维模型的线性反馈控制问题,估计了

线性反馈控制问题的降维模型解与有限元解之间的误差,并给出了计算降维模型解和跟踪速度问题的

算法.

1 主要符号和Navier-Stokes方程的全离散格式

  本文使用的是Sobolev空间Hm(Ω),Hm(Ω)的范数为 · m,特别地H0(Ω)=L2(Ω),· 0= · .

定义Hm
0(Ω)为C∞

0 (Ω)在范数 · m 之下的闭包,H-m(Ω)是Hm
0(Ω)的对偶空间,且定义L20(Ω)={p∈

L2(Ω):∫Ω
pdx=0},无散度空间V(Ω)={u∈H1

0(Ω):∇·u=0}.

设X是Ω上的实Hilbert空间.对于任意一个T,本文定义在(0;T)×Ω上的时空函数空间Lp((0,

T);X)={u∈X;∫
T

0
u p

Xdt<∞},它的范数为 u Lp((0,T);X)=(∫
T

0
u p

Xdt)
1
p .为了定义Navier-Stokes系

统的弱形式,下面给出2个双线性形式和1个三线性形式.2个双线性形式为:

 a1(u,v)=2∑
n

i,j=1∫Ω
Dij(u)Dij(v)dx,∀u,v∈H1(Ω);

 a2(v,q)=-∫Ω
q∇·vdx,∀q∈L20(Ω),∀v∈H1(Ω),

其中Dij(u)=(∂ui/∂xj+∂uj/∂xi)/2.

为了使给出的三线性形式具有反对称性[6],本文给出如下的三线性形式:

 a3(w;u,v)=12∫Ω∑
n

i,j=1
wi
∂uj

∂xi
vj-wi

∂vj

∂xi
uæ

è
ç

ö

ø
÷j dx,∀w,u,v∈H1(Ω).

上述三线性形式具有如下性质[6]:

 a3(w;u,v)=-a3(w;v,u),a3(w;u,u)=0, (2)

 M= sup
u,v,w∈X

a3(w;u,v)
∇u ∇v ∇w . (3)

当U ∈Uad={v:v∈C((0,T);H2(Ω)∩H1
0(Ω)),∂tv∈C((0,T);H1(Ω))},称U 为容许目标速度.本

文将由U 产生的体积力定义为

 F(x,t)=Ut(x,t)-νΔU(x,t)+U·∇U(x,t). (4)

若X= H1
0(Ω),u∈L2((0,T);X)、p∈L2(0,T;L20(Ω))和f(x,t)∈L2((0,T);L2(Ω))分别表示速度场、

压力场的状态变量和分布控制,则状态变量u和p满足如下约束条件,即Navier-Stokes方程的弱形式:

 
<∂u
∂t
,v>+a1(u,v)+a2(u,p)+a3(u;u,v)=<f,v>,∀v∈X;

a2(u,q)=0,∀q∈L20(Ω)

ì

î

í

ïï

ïï .

其中初始条件是u0,边界条件等于零,<·,·>表示 H1
0(Ω)和 H-1(Ω)之间的对偶配对.

为了给出Navier-Stokes系统的全离散格式,本文根据文献[6-10]分别定义X 和L2
0(Ω)的有限维
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子空间Xh 和Sh:

 Xh ={vh ∈C0(Ω)∩X;vh|K∈P2(K),∀K ∈췍h},

 Sh ={qh ∈C0(Ω)∩L20(Ω);qh|K∈P1(K),∀K ∈췍h}.
其中 췍h 是췍Ω的三角剖分,P2(K)和P1(K)分别是在K 上次数不超过2和1的多项式.

令时间步长Δt=T/N,瞬时时间tn=nΔt(N 是正数,0≤n≤N).给定T,f∈Xh 和u0∈V(Ω),

若(u(n)
h ,p(n)

h )∈(Xh ×Sh)(n=1,2,…,N)满足以下系统:

 

(u(n)
h ,vh)+Δtνa1(u(n)

h ,vh)+Δta2(u(n)
h ,p(n)

h )+Δta3(u(n)
h ;u(n)

h ,vh)=

   (Δtf(n)+u(n-1)
h ,vh),vh ∈Xh;

a2(u(n)
h ,qh)=0,∀qh ∈Sh

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(5)

其中初始条件u(0)
h =πhu0,边界条件等于零,则称(u(n)

h ,p(n)
h )为Navier-Stokes系统时空全离散的广义

解[11].

2 POD基的构造

构造POD基的方法[10]如下:给定f、时间步长Δt和空间步长h,然后通过求解系统(5)得到解的集

合;从集合中取L(L≪N)个样本点u(ni)h (x)(1≤n1<n2< … <nL ≤N),这些样本点即为POD方

法中的瞬像.令ui(x)=u(ni)h (x)(1≤i≤L),W=span{u1,u2,…,uL},并称W是由瞬像张成的空间,其

中 u{ }i
L
i=1 至少有一个非零元.若定义{ϕj}lj=1 是W的标准正交基,则有

 ui=∑
l

j=1

(ui,ϕj)Xϕj,i=1,2,…,L, (6)

其中(ui,ϕj)X =(∇u(ni)h ,∇ϕj),X=H1
0(Ω).

构造POD方法的目的是通过求标准正交基ϕj(j=1,2,…,L)使元素ui(1≤i≤L)与式(6)的d
项和之间的均方误差最小,即通过求标准正交基ϕj(j=1,2,…,L)使

 min
{ϕj}

d
j=1

1
L∑

L

i=1
ui-∑

d

j=1

(ui,ϕj)Xϕj
2

X
, (7)

满足

 (ϕi,ϕj)X =δij,1≤i≤d,1≤j≤i, (8)

其中 ui
2
X = ∇u(ni)h

2.满足式(7)和式(8)的解{ϕj}dj=1 称为秩等于d的POD基.

引入瞬像集{ui}Li=1 对应的相关矩阵A= (Aij)L×L,Aij= 1
L
(ui,uj)X.则A是秩为l的非负正定矩阵.

设矩阵A的特征值为λ1≥λ2≥…≥λl>0,特征值对应的标准正交特征向量为v1,v2,…,vl,则秩为d≤

l的POD基可以写成ϕi= 1
Lλi
∑
L

j=1

(vi)juj,1≤j≤d≤l,其中(vi)j 表示特征向量vi 的第j个分量.

令Xd=span{ϕ1,ϕ2,…,ϕd},且定义Ritz投影πh∶X→Xh(如果πh 被限制为是从Xh 到Xd 的Ritz

投影,则将其记为πd,即πh|Xh =πd∶Xh →Xd 和πh∶X\Xh →Xh\Xd),

 (∇πhu,∇vh)=(∇u,∇vh),∀vh ∈Xh, (9)

其中u∈X.线性算子πh 具有性质: ∇(πhu)≤ ∇u ,∀u∈X.
引理1[10] 对于d(1≤d≤l)投影算子πd 有如下不等式成立:

 1L∑
L

i=1
∇(u(n)

h -πdu(n)
h )2

0 ≤∑
l

d+1
λj,
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 1L∑
L

i=1
u(n)

h -πdu(n)
h

2
0 ≤Ch2∑

l

d+1
λj,

其中u(n)
h ∈W是系统(5)的解.

3 线性反馈控制问题的降维模型及其误差估计

将Xd 和Sd 分别定义为Xh 和Sh 的有限维子空间,并用投影Ud=πdUh(x,tn)∈Xd 逼近U.当U∈

H2(Ω)∩X 时,由近似理论[12]可知,存在一个常数C1 使得 U(n)
h -U(n)

d ≤C1h2 U(n)
h 2.因此可将由U

生成的体积力写成如下形式:

 (F(n)
d ,vd)=1Δt

(U(n)
d -U(n-1)

d ,vd)+νa1(U(n)
d ,vd)+a3(U(n)

d ;U(n)
d ,vd). (10)

给定一个T,且当f(n)∈Xd 和u0 ∈V(Ω)时,若(u(n)
d ,p(n)

d )∈(Xd ×Sd)(1≤n≤N)满足以下系统:

 

(u(n)
d ,vd)+Δtνa1(u(n)

d ,vd)+Δta2(u(n)
d ,p(n)

d )+Δta3(u(n)
d ;u(n)

d ,vd)=

   (Δtf(n)+u(n-1)
d ,vd),∀vd ∈Xd;

a2(u(n)
d ,qd)=0,∀qd ∈Sd

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(11)

其中初始条件u(0)
d =πdu0,边界条件等于零,则称(u(n)

d ,p(n)
d )为Navier-Stokes方程降维模型的广义解

(降维解).本文运用如下的线性反馈控制律

 f(n)
d =F(n)

d -γ(u(n)
d -U(n)

d ) (12)

追踪速度场U,其中γ>H,H=max{0,-C(ν-M ∇U L∞[(0,T);H1(Ω)])},C是Poincaré常数.当系统

(11)中的f(n)
d 由式(12)定义时,根据文献[6]可知,使用稳态Navier-Stokes方程的标准方法即可证明

系统(11)解的存在性.
引理2[10] 若f∈H-1(Ω),u 0≤ν-1/2 f L2(H-1), ∇u L2(L2)≤ν-1 f L2(H-1),则系统(11)有唯一的

一组解u(n)d ∈Xd,且 u(n)d
2
0+Δtν∑

n

i=1
∇ui

d
2
0≤Δtν-1∑

n

i=1
fi 2

-1,其中 f H-1= f -1= sup
v∈H10(Ω)

(f,v)
∇v 0

.

引理3 对于a,b>0,任意ε>0,1≤p≤ ∞,1p +1q =1,有ab≤εap +C(ε,p)bq.

引理4[11] 当系统(5)的解u(n)
h ∈Uad,有 u(n)

h -U(n)
h

2≤(1+2κΔt)-n πhu0-πhU0
2,其中κ=

γ+C(ν-M ∇U L∞[(0,T);H1(Ω)])>0,C为Poincaré常数.
定理1 若Δt=O(h),L2=O(N),且均匀选取瞬像,则有限元解与降维模型解的误差估计为

u(n)
h -u(n)

d ≤CΔt+C(h1/2∑
l

j=d+1
λj)1/2,n=1,2,…,N.

证明  用式(5)减去式(11),并令vh =vd ∈Xd ⊂Xh 可得

 (u(n)
h -u(n)

d ,vd)+Δtνa1(u(n)
h -u(n)

d ,vd)+Δta3(u(n)
h ;u(n)

h ,vd)-

  Δta3(u(n)
d ;u(n)

d ,vd)=(u(n-1)
h -u(n-1)

d ,vd).
由无散度条件可知,上式中的压力项为0.令u(n)

h -u(n)
d =(u(n)

h -πdu(n)
h )+(πdu(n)

h -u(n)
d )=η(n)+ψ(n),

则对于

 a3(u(n)
h ;u(n)

h ,vd)-a3(u(n)
d ;u(n)

d ,vd)=a3(u(n)
h ;u(n)

h ,vd)-a3(u(n)
d ;u(n)

h ,vd)+a3(u(n)
d ;u(n)

h ,vd)-

  a3(u(n)
d ;u(n)

d ,vd)=a3(η(n);u(n)
h ,vd)+a3(ψ(n);u(n)

h ,vd)+a3(u(n)
d ;η(n),vd)+a3(u(n)

d ;ψ(n),vd),

有

 (η(n)+ψ(n),vd)+Δtνa1(η(n)+ψ(n),vd)+Δta3(η(n);u(n)
h ,vd)+Δta3(ψ(n);u(n)

h ,vd)+

  Δta3(u(n)
d ;η(n),vd)+Δta3(u(n)

d ;ψ(n),vd)=(η(n-1)+ψ(n-1),vd).
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令vd =ψ(n),则由式(9)和a3(w;u,u)=0可得

 (ψ(n),ψ(n))+Δtνa1(ψ(n),ψ(n))=-(η(n),ψ(n))+(η(n-1),ψ(n))+(ψ(n-1),ψ(n))-

  Δt[a3(η(n);u(n)
h ,ψ(n))+a3(ψ(n);u(n)

h ,ψ(n))+a3(u(n)
d ;η(n),ψ(n))]. (13)

由Schwartz不等式、Poincaré不等式、Young不等式(ab ≤εa2 + 1
4εb2)以及文献[10]中的结果

(πdu(n)
h -u(n)

h ≤Ch ∇(πdu(n)
h -u(n)

h )可知,如果令Δt=O(h),ε1=2/Δtν,则有

 (η(n-1),ψ(n))≤ η(n-1) ψ(n) ≤C η(n-1) ∇ψ(n) ≤Cε1 η(n-1) 2+ 1
4ε1

∇ψ(n) 2 ≤

  Ch2

Δtν ∇η(n-1) 2+Δtν8 ∇ψ(n) 2 ≤Ch ∇η(n-1) 2+Δtν8 ∇ψ(n) 2. (14)

同理可得:

 (η(n),ψ(n))≤Ch ∇η(n) 2+Δtν8 ∇ψ(n) 2, (15)

 (ψ(n-1),ψ(n))≤ 12 ψ(n-1) 2+12 ψ(n) 2. (16)

再由式(3)和Young不等式可得

 a3(η(n);u(n)
h ,ψ(n))≤M ∇η(n) ∇u(n)

h ∇ψ(n) ≤ε ∇ψ(n) 2+M2

4ε ∇η(n) 2 ∇u(n)
h

2.

(17)

同理可得

 a3(u(n)
d ;η(n),ψ(n))≤ε ∇ψ(n) 2+M2

4ε ∇η(n) 2 ∇u(n)
d

2. (18)

对于三线性形式,本文给出如下加强条件:

 a3(ψ(n);u(n)
h ,ψ(n))≤C ψ(n) 1/2 ∇ψ(n) 3/2 ∇u(n)

h .

对于上式,由Poincaré不等式和引理3(其中p=43
,q=14

)可得

 a3(ψ(n);u(n)
h ,ψ(n))≤C ∇ψ(n) 3/2 ψ(n) 1/2 ∇u(n)

h ≤

  ε ∇ψ(n) 2+C(ε)ψ(n) 2 ∇u(n)
h

4 ≤ [ε+C(ε)∇u(n)
h

4]∇ψ(n) 2. (19)

根据引理2,并假设 ∇u(n)
h ≤ 1ν∑

n

i=1
fi

-1 ≤ν/ 3M, ∇u(n)
d ≤ν/ 3M,且取ε=ν/12,则由式

(14)—(19)可得

 12 ψ(n) 2+ νΔt
2 -C(ε)ν

4Δt
9M

æ

è
ç

ö

ø
÷

4 ∇ψ(n) 2 ≤

  (Ch+2νΔt)∇η(n) 2+Ch ∇η(n-1) 2+12 ψ(n-1) 2.

当上式中的C(ε)充分小时可得νΔt
2 -C(ε)ν

4Δt
9M4 >0,进而有

 ψ(n) 2 ≤Ch ∇η(n) 2+Ch ∇η(n-1) 2+ ψ(n-1) 2. (20)

当ni-1 ≤n≤ni≤N(i=1,2,…,L;1≤n≤N;n0=0)时,将u(n)
h 和u(n)

d 在点tni 处泰勒展开得

 u(n)
h =u(ni)h ±θiΔtuth(ξi),u(n)

d =u(ni)d ±θiΔtutd(ζi),tni-1 ≤ξi,ζi≤tni
, (21)

其中θi 是从tn 到tni
(i=1,2,…,L)的步长.如果均匀选取瞬像,则θi≤N/L.对式(20)中的n1,…,ni-1,n

求和并移项得 ψ(n) 2≤C(Δt)2h(N/L)2+Ch∑
n

j=ni

∇η(j) 2.当L2=O(N),Δt=O(h)时,由引理1可得
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ψ(n) 2 ≤C(Δt)2+ChL∑
l

j=d+1
λj.进而由三角不等式、引理1,且当Δt=O(h),L2=O(N)=O(h-1)时有

 u(n)
h -u(n)

d ≤CΔt+C(h1/2∑
l

j=d+1
λj)1/2.

定理2 当系统(11)的解u(n)
d ∈Uad,则对于n=1,2,…,N 有

 u(n)
d -U(n)

d ≤CΔt+C(h1/2∑
l

j=d+1
λj)1/2+(1+2κΔt)-n/2 πhu0-πhU0 ,

其中κ=γ+C(ν-M ∇U L∞[(0,T);H1(Ω)])>0,C为Poincaré常数.

证明  因 根 据 定 理1、引 理4和 三 角 不 等 式 u(n)
d -U(n)

d ≤ u(n)
d -u(n)

h + u(n)
h -U(n)

h +

U(n)
h -U(n)

d 易证定理2,故省略证明过程.

4 计算算法

令ξN ={tn}Nn=0 是(0,T)上的等距分划,t0=0,tN =T,时间步长Δt=T/N,则系统(1)的线性反

馈控制问题的降维格式可表示为

 

(u(n)
d -u(n-1)

d ,vd)+Δtνa1(u(n)
d ,vd)+Δta2(u(n)

d ,p(n)
d )+

  Δta3(u(n)
d ;u(n)

d ,vd)=Δt(F-γ(u(n)
d -U(n)),vd),vd ∈Xd;

a2(u(n)
d ,qd)=0,∀qd ∈Sd

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(22)

其中n=1,2,…,N,初始条件u(0)
d =πdu0(x),边界条件等于零.如果U(n)

d =πdU(n)
h ,

 (F(n),vd)=1Δt
(U(n)

d -U(n-1)
d ,vd)+νa1(U(n)

d ,vd)+a3(U(n)
d ;U(n)

d ,vd), (23)

则系统(22)可以转化成

 

(w(n)
d -w(n-1)

d ,vd)+Δtνa1(w(n)
d ,vd)+Δta2(u(n)

d ,p(n)
d )+Δta3(w(n)

d ;w(n)
d ,vd)+

  Δta3(w(n)
d ;U(n)

d ,vd)+Δta3(U(n)
d ;w(n)

d ,vd)+Δt(γw(n)
d ,vd)=0,vd ∈Xd;

a2(u(n)
d ,qd)=0,∀qd ∈Sd

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(24)

其中n=1,2,…,N,初始条件w(0)
d (x)=πd(u0-U0),边界条件等于零.

为了求问题(22)的近似解,需将系统(22)线性化.系统(22)经线性化得

 

(u(n)
d (k),vd)+Δtνa1(u(n)

d (k),vd)+σΔta3(u(n)
d (k);u(n)

d (k-1),vd)+

  Δta3(u(n)
d (k-1);u(n)

d (k),vd)+γΔt(u(n)
d (k),vd)+Δta2(u(n)

d ,p(n)
d )= (u(n-1)

d (k),vd)+

  σΔta3(u(n)
d (k-1);u(n)

d (k-1),vd)+γΔt(U(n),vd)+Δt(F(n),vd),vd ∈Xd;

a2(u(n)
d ,qd)=0,∀qd ∈Sd

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï .

(25)

其中初始条件u(0)
d =πdu0(x),边界条件等于零.如果U(n)

d =πdU(n)
h ,且F(n)是由式(23)给定的,则系统

(25)可转化成

 

(w(n)
d (k),vd)+Δtνa1(w(n)

d (k),vd)+σΔta3(w(n)
d (k);w(n)

d (k-1),vd)+

  Δta3(U(n)
d ;w(n)

d (k),vd)+γΔt(w(n)
d (k),vd)+Δta2(u(n)

d ,p(n)
d )+

  Δta3(w(n)
d (k-1);w(n)

d (k),vd)+Δta3(w(n)
d (k);U(n)

d ,vd)=

  (w(n-1)
d (k),vd)+σΔta3(w(n)

d (k-1);w(n)
d (k-1),vd),vd ∈Xd;

a2(u(n)
d ,qd)=0,∀qd ∈Sd

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï .

(26)

其中初始条件w(0)
d (x)=πd(u0-U0),边界条件等于零.

由文献[11]可知,将式(22)—(26)中的ud、wd、vd、pd、Xd、Sd 分别用uh、wh、vh、ph、Xh、Sh 代替,则其
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所得的离散格式与式(22)—(26)相同[11].
给定速度u(n-1)和一个整数m(这里m 依赖于时间步长Δt,取2或3).在系统(25)和系统(26)中,

当k≤m 时,取σ=0;当k>m 时,取σ=1.通过求解系统(25)可得到序列{u(n)(k),p(n)(k)}(k=1,2,

…).在Ω上,当τ≥ max{u(n)
d (k)-u(n)

d (k-1)/|u(n)
d (k)|}时,即可结束 tn-1,t[ ]n 时间段的算法(τ

是给定的误差限).重复上述过程n次即可得到收敛于正确解的整体近似解.由上述计算过程可知,本文

提出的算法结合了简单迭代法的全局收敛性(σ=0)和Newton法的快速收敛性(σ=1),因此本文算法

具有良好的应用价值.
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