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摘要:用Banach不动点定理和上下解方法研究了α(1<α<2)阶数和β(0≤β≤1)类型Hilfer分数阶微分

方程的解,给出了方程解的存在和唯一性,并通过例证验证了本文所得结果的有效性.
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0 引言

Hilfer型分数阶导数被称为α阶和β型的广义分数阶导数,它包含Riemann-Liouville和Caputo分

数阶导数(分别作β=0和β=1的特例).与经典微积分相比,因Hilfer型分数阶导数具有独特的性质,

尤其在描述对象的“记忆性”“遗传性”等方面,因此它被广范应用于众多学科领域中[1].2012年,K.M.

Furati等[2]利用Banach不动点定理研究了如下积分边值问题:

 
Dα,β

a+y(x)=f(x,y),x>a,0<α<1,0≤β≤1;

I1-γa+ y(a+)=ya,γ=α+β-αβ{ ,

并证明了其解的存在唯一性.其中Dα,β
a+ 是含有α(1<α<2)阶β(0≤β≤1)型的Hilfer分数阶导数,

D=ddt.

2019年,J.Anjali等[3]使用Schauder不动点定理和Banach压缩映射定理研究了如下方程:
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Dα,β
0u(t)=Au(t)+f(t,u(t)),

(g(1-β)(2-α)×u)(0)=u1,(g(1-β)(2-α)×u)′(0)=u2{ ,

并证明了其解的存在性和唯一性.其中Dα,β
a+ 是含有α(1<α<2)阶β(0≤β≤1)型的Hilfer分数阶导

数,A 是闭的线性算子.
受到以上文献的启发,本文讨论如下连续函数加权空间中具有积分边界条件的非线性 Hilfer分数

阶微分方程解的存在性和唯一性:

 Dα,β
0+y(t)=f(t,y(t)),t∈I; (1)

 I2-γ0+ y(0)=λ∫
1

0
y(s)ds+d; (2)

 Dγ-1
0+ y(0)=∫

1

0
f(s,y(s))ds. (3)

其中Dα,β
0+ 是含有α(1<α<2)阶β(0≤β≤1)型的Hilfer分数阶导数,λ,d∈R,I=(0,1],γ=1+

2β-αβ,I
2-γ
0+ 和Dγ-1

0+ 分别是Riemann-Liouville分数阶积分和导数.

1 预备知识和相关引理

定义1[4] 令α∈(n-1,n),n∈Z+,β∈[0,1],则Hilfer的分数阶导数为

 Dα,β
a+y(t)=Iβ(n-α)

a+ DnI(1-β)(n-α)
a+ y(t),t∈[a,b]. (4)

公式(4)的另一形式为

 Dα,β
a+y(t)=Iβ(n-α)

a+ Dα+nβ-αβ
a+ y(t)=Iθ-α

a+ Dθ
a+y(t),t∈[a,b]. (5)

性质1 令θ=α+nβ-αβ.如果y∈Cn[a,b],则Iθ
a+Dθ

a+y=Iα
a+Dα,β

a+y.

性质2 Iα
a+Dα,β

a+y(t)=y(t)-∑
n

j=1

Dθ-jy(a)
Γ(α-j+1)

(t-a)θ-j,n=[θ]+1.特别的,如果0<α<1,则

有Iα
a+Dα,β

a+y(t)=y(t)-I1-α-β+αβ
a+ y(a)
Γ(α+β-αβ)

(t-a)α+β-αβ-1.

引理1 令θ=α+nβ-αβ,如果y(t)∈Cn[a,b],方程Dα,β
a+y(t)=h(t)的解是

 y(t)=Iα
a+h(t)+∑

n

j=1

Dθ-jy(a)
Γ(α-j+1)

(t-a)θ-j,n=[θ]+1. (6)

特别的,当j≥θ时,有Dθ-jy=Ij-θ
0+y.

以下讨论阶数为α(1<α<2)和类型为β(0≤β≤1)的Hilfer分数阶微分方程.令C2-γ[0,1]是

定义在区间(0,1]上的所有连续函数的一个加权空间

 C2-γ[0,1]={y∶(0,1]→R;t2-γy(t)∈C[0,1]},0≤2-γ≤1.

定义范数 y C2-γ =max
t∈[0,1]

t2-γy(t).令E⊂C[0,1],E=Cγ
2-γ[0,1]={y∈C2-γ[0,1]:Dγ

0+y∈C2-γ[0,

1]}.显然,定义上述的范数后,Cγ
2-γ[0,1]是Banana空间.

引理2 令μ=1- λ
Γ(γ)

,Λ= 1+ λ
μΓ(γ

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
d

Γ(γ-1)
,f∈C2-γ[0,1].设y是问题(1)—(3)的解,

y∈E,t∈I,当且仅当y(t)满足以下的积分方程:

 y(t)=Iα
0+f(t,y(t))+tγ-1

Γ(γ)∫
1

0
f(s,y(s))ds+Λtγ-2+ tγ-2

Γ(γ-1)×

  λ
μΓ(γ+1)∫

1

0
f(s,y(s))ds+ λ

μΓ(α)∫
1

0∫
τ

0
(τ-s)α-1f(s,y(s))dsdé

ë
êê

ù

û
úúτ . (7)

证明  设y(t)是问题(1)—(3)的解.在方程(1)的两端同时作用Iα
0+ 得
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 Iα
0+Dα,β

0+y(t)=Iα
0+(Iβ(2-α)

0+ D2I(1-β)(2-α)
0+ )y(t)=Iα+2β-αβ

0+ Dα+2β-αβ
0+ y(t)=Iα

0+f(t,y(t)).
令γ=α+2β-αβ.因为1<α<2,0≤β≤1,由此可得1<γ≤2.由引理1知,问题(1)—(3)的基

本解可以写成如下形式:

 y(t)=Dγ-1y(0)
Γ(γ) tγ-1+I2-γy(0)

Γ(γ-1)
tγ-2+ 1

Γ(α)∫
1

0
(t-s)α-1f(s,y(s))ds. (8)

将边值条件(2)和(3)代入式(8),得

 y(t)=∫
1

0
f(s,y(s))ds

Γ(γ) tγ-1+
λ∫

1

0
y(s)ds+d

Γ(γ-1)
tγ-2+ 1

Γ(α)∫
t

0
(t-s)α-1f(s,y(s))ds. (9)

对方程(9)的两端进行从0到1的积分,得

 ∫
1

0
y(s)ds=∫

1

0
f(s,y(s))ds

μΓ(γ+1) + d
μΓ(γ)

+ 1
μΓ(α)∫

1

0∫
τ

0
(τ-s)α-1f(s,y(s))dsdτ. (10)

将式(10)代入式(9)即可得到方程(7).
本文假设如下条件对问题(1)—(3)中的f(x,y)和y(t),t∈I成立:

(H1)f∶I×E→R是连续的,使得对所有的y(t)∈E,都有f(t,y(t))∈C2-γ[0,1].
(H2)存在一个正数Lf,使得 f(t,x)-f(t,y)≤Lf x-y C2-γ.

2 主要结果及其证明

本文使用上下解的方法和带有Lipschitz条件的Banach不动点定理讨论问题(1)—(3)解的存在性

和唯一性.
定理1 设f(t,y(t))连续,条件(H2)和方程(1)都成立,且

 1
Γ(γ)+

λ
μΓ(γ-1)Γ(γ+1)+

λ
μΓ(γ-1)Γ(α+2)+

1
Γ(α+1

é

ë
êê

ù

û
úú)Lf <1, (11)

则问题(1)—(3)在E 中有唯一的解.
证明  构造如下算子T∶E→E:

 Ty(t)=Iα
0+f(t,y(t))+tγ-1

Γ(γ)∫
1

0
f(s,y(s))ds+Λtγ-2+ tγ-2

Γ(γ-1)×

  λ
μΓ(γ+1)∫

1

0
f(s,y(s))ds+ λ

μΓ(α)∫
1

0∫
τ

0
(τ-s)α-1f(s,y(s))dsdé

ë
êê

ù

û
úúτ .

由Banach不动点定理可知,仅需证明T 是压缩映射即可证得T 在E 中有1个不动点.实际上,∀y1,

y1 ∈E,因此有

 t2-γTy1(t)-t2-γTy2(t)≤

  t
Γ(γ)∫

1

0
f(s,y1(s))-f(s,y2(s))ds+

λ∫
1

0
f(s,y1(s))-f(s,y2(s))ds

μΓ(γ-1)Γ(γ+1) +

  λ
μΓ(γ-1)Γ(α)∫

1

0∫
τ

0
(τ-s)α-1 f(s,y1(s))-f(s,y2(s))dsdτ+

  t2-γ
Γ(α)∫

t

0
(t-s)α-1 f(s,y1(s))-f(s,y2(s))ds≤

  1
Γ(γ)+

λ
μΓ(γ-1)Γ(γ+1)+

λ
μΓ(γ-1)Γ(α+2)+

1
Γ(α+1

é

ë
êê

ù

û
úú)Lf y1-y2 C2-γ.

由式(11)可知,T 是压缩映射.再根据Banach不动点定理知,问题(1)—(3)有唯一的解y(t)∈E.
下面讨论问题(1)—(3)解的存在性.
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定义2 췍y,y
-
∈E 分别为问题(1)—(3)的上解和下解,如果对所有的t∈I满足

 y
-
(t)≤Iα

0+∫
1

0
f(t,y(t))+tγ-1

Γ(γ)∫
1

0
f(s,y(s))ds+Λtγ-2+ tγ-2

Γ(γ-1)×

  λ
μΓ(γ+1)∫

1

0
f(s,y(s))ds+ λ

μΓ(α)∫
1

0∫
τ

0
(τ-s)α-1f(s,y(s))dsdé

ë
êê

ù

û
úúτ ,

 췍y(t)≥Iα
0+f(t,y(t))+tγ-1

Γ(γ)∫
1

0
f(s,y(s))ds+Λtγ-2+ tγ-2

Γ(γ-1)×

  λ
μΓ(γ+1)∫

1

0
f(s,y(s))ds+ λ

μΓ(α)∫
1

0∫
τ

0
(τ-s)α-1f(s,y(s))dsdé

ë
êê

ù

û
úúτ .

设集合[y
-
,췍y]= y∈E:y

-
(t)≤y(t)≤췍y(t),t∈I,y是问题(1)—(3){ }的解 .

定理2 令f(s,y(s))∈(I×E,R),且f(t,y1)≤f(t,y2),y1≤y2.若췍y≤y
-
是E中的上下解,

则[y
-
,췍y]存在最大解yM 和最小解yL,且对于每一个y∈[y

-
,췍y]都有yL(t)≤y(t)≤yM(t),t∈I.

证明  引入如下两组数列 p{ }n 和 q{ }n :

 

p0=y
-
,

Tpn(t)=Iα
0+f(t,pn(t))+tγ-1

Γ(γ)∫
1

0
f(s,pn(s))ds+Λtγ-2+ tγ-2

Γ(γ-1)×

  λ
μΓ(γ+1)∫

1

0
f(s,pn(s))ds+ λ

μΓ(α)∫
1

0∫
τ

0
(τ-s)α-1f(s,pn(s))dsdé

ë
êê

ù

û
úúτ =pn+1(t

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï ),

(12)

 

q0=췍y,

Tqn(t)=Iα
0+f(t,qn(t))+tγ-1

Γ(γ)∫
1

0
f(s,qn(s))ds+Λtγ-2+ tγ-2

Γ(γ-1)×

  λ
μΓ(γ+1)∫

1

0
f(s,qn(s))ds+ λ

μΓ(α)∫
1

0∫
τ

0
(τ-s)α-1f(s,qn(s))dsdé

ë
êê

ù

û
úúτ =qn+1(t

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ),

(13)

其中n=0,1,2,3,….以下分3个步骤证明定理2.

1)证明数列 p{ }n 和 q{ }n 满足以下关系:

 y
-
(t)=p0(t)≤p1(t)≤ … ≤pn(t)≤qn(t)≤ … ≤q1(t)≤q0(t)=췍y(t),t∈I. (14)

首先证明 p{ }n 是不减的数列,即 p{ }n 满足p0(t)≤pn+1(t),n=0,1,2,….因为췍y和y
-
分别是上解和下

解,因此可得y
-
(t)=p0(t)≤췍y(t)=q0(t),t∈I,故

 p0(t)≤Iα
0+f(s,p0(t))ds+tγ-1

Γ(γ)∫
1

0
f(s,p0(s))ds+Λtγ-2+ tγ-2

Γ(γ-1)×

  λ
μΓ(γ+1)∫

1

0
f(s,p0(s))ds+ λ

μΓ(α)∫
1

0∫
τ

0
(τ-s)α-1f(s,p0(s))dsdé

ë
êê

ù

û
úúτ =Tp0(t)=p1(t).

因此,当n=0,1,2,… 时有pn(t)≤Tpn(t)=pn+1(t)和y
-
(t)=p0(t)≤p1(t)≤ … ≤pn(t).类似地,

可以得到q0(t)≥q1(t),且qn(t)≥Tqn(t)=qn+1(t),y
-
(t)=q0(t)≥q1(t)≥ … ≥qn(t).因为f对于

第2变量是单调递增函数,即f(s,p0(s))≤f(s,q0(s)),t∈I,所以可得p1(t)=Tp0(t)≤Tq0(t)=

q1(t).根据数列 p{ }n 和 q{ }n 的定义知pn(t)≤qn(t),n=1,2,3,…,t∈I,进而可知不等式(14)成立.

2)证明由式(12)、(13)构造的数列在E中是紧致的.由(H1)知f(s,y(s))∈C2-γ 有界,即存在一个

正数M >0,使得s≤s2-γf(s,y(s))≤M.根据式(12)知,pn(t)∈ pn(t{ }),t∈I,且pn∈C2-γ,故

 Tpn(t)C2-γ =max
t∈[0,1]

pn+1(t)t2-{ }γ ≤ M
Γ(α)∫

t

0
(t-s)α-1sγ-2ds+ Mt

μΓ(α+1)∫
1

0
sγ-2ds+Λ+

  M
Γ(γ-1)

λ
μΓ(γ+1)∫

1

0
sγ-2ds+ λ

μΓ(α-1)∫
1

0
(1-s)αsγ-2dé

ë
êê

ù

û
úús ≤
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  MB(γ-1,α)
Γ(α) + Mt

(γ-1)Γ(γ)+Λ+ M
Γ(γ-1)

λ
μ(γ-1)Γ(γ+1)+

λB(γ-1,α+1)
μΓ(α+1

é

ë
êê

ù

û
úú) ≤

  Λ+M B(γ-1,α)
Γ(α) + 1

(γ-1)Γ(γ)+
λ

μΓ(γ)Γ(γ+1)+
λB(γ-1,α+1)

μΓ(α+1)Γ(γ-1
é

ë
êê

ù

û
úú) .

由以上知{pn}在E 中一致有界.
假设pn∈E,则对于任意t1,t2 ∈I,且0<t1 <t2 ≤1.由此有

 t2-γ2 Tpn(t2)-t2-γ1 Tpn(t1)≤ t2-t1
Γ(γ)∫

1

0
f(s,pn+1(s))ds+

  t2-γ2

Γ(α)∫
t2

0
(t2-s)α-1f(s,pn+1(s))ds-t2-γ1

Γ(α)∫
t1

0
(t1-s)α-1f(s,pn+1(s))ds ≤

  t2-t1
Γ(γ)∫

1

0
f(s,pn+1(s))s2-γsγ-2ds+t2-γ2

Γ(α)∫
t1

0
((t2-s)α-1-(t1-s)α-1)f(s,pn+1(s))s2-γsγ-2ds+

  t2-γ2

Γ(α)∫
t2

t1

(t2-s)α-1f(s,pn+1(s))s2-γsγ-2ds≤

  M(t2-t1)
Γ(γ-1)Γ(γ)+

Mt2-γ2

Γ(α)∫
t1

0
((t2-s)α-1-(t1-s)α-1)sγ-2ds+Mt2-γ2

Γ(α)∫
t2

t1

(t2-s)α-1sγ-2ds.

由拉格朗日中值定理可知,存在ξ∈(t1,t2),使得

 (t2-s)α-1-(t1-s)α-1=(α-1)(ξ-s)α-2(t2-t1)≤ (t1-s)α-2(t2-t1).
因此有

 t2-γ2 Tpn(t2)-t2-γ1 Tpn+1(t1)≤

  M(t2-t1)
Γ(γ-1)Γ(γ)+

M(t2-t1)
Γ(α)∫

t1

0
(t1-s)α-2sγ-2ds+ M

Γ(α)∫
t2

t1

(t2-s)α-1sγ-2ds≤

  M(t2-t1)
(γ-1)Γ(γ)+

M(t2-t1)B(γ-1,α-1)
Γ(α) +M(t2-t1)α+γ+2

(3-γ)Γ(α) ≤

  M(t2-t1)
2Γ(γ) +M(t2-t1)B(γ-1,α-1)

Γ(α) +M(t2-t1)
2Γ(α) .

显然 t2-γ2 pn+1(t2)-t2-γ1 pn+1(t1)→0,∀ t2-t1 →0,故 pn(t{ }) 是等度连续的.再由Arzelà-Ascoli
定理知 pn(t{ })是紧致的.同理,可证 qn(t{ })也是紧致的.

3)证明在[y
-
,췍y]中存在最大解和最小解.因 pn(t{ })和 qn(t{ })在E中是单调和紧致的,因此在E中

存在p和q,使pn(t)≤p(t)≤q(t)≤qn(t),t∈I,n∈N.其中pn(t)和qn(t)分别一致收敛于p
和q,故p和q是问题(1)—(3)的解,即p(t)=Tp(t),q(t)=Tq(t).结合式(14)可得y

-
(t)≤p(t)≤

q(t)≤췍y(t),t∈I,n∈N,且对于任意的y∈[y
-
,췍y]有y

-
(t)≤y(t)≤췍y(t),t∈I.因为f对于第2变

量是单调递增函数,因此有y
-
(t)≤pn(t)≤qn(t)≤췍y(t),t∈I,n∈N.当n→ ∞ 时,有y

-
(t)≤

p(t)≤q(t)≤췍y(t),即表明yM =q和yL=p在[y
-
,췍y]中是最大解和最小解.

定理3 如果定理2的所有假设成立,则非线性的分数阶微分方程(1)—(3)至少有一个解.
证明 根据定理2和假设,可推出[y

-
,췍y]≠∅,即式(7)的解的集合在E中非空.再由式(7)的解的

集合和引理2可得,问题(1)—(3)在E 中至少有一个解.

3 例子

例1 证明问题(15)的解具有唯一性,其中f(t,y(t))= y2sint
5(1+ y )t

1
4.

99



延边大学学报(自然科学版) 第46卷  

 

D
3
2,
3
2

0+ y(t)=f(t,y(t)),t∈I;

D
3
4
0+y(0)=12∫

1

0
f(s,y(s))ds;

D
1
4
0+y(0)=12∫

1

0
y(s)ds

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï .
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证明  易知 f(t,x)-f(t,y)≤Lf x-y C2-γ
,且
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再由定理1知问题(15)的解具有唯一性.
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