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一类非线性薛定谔方程解的衰减估计
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摘要:研究了一类具有次临界非线性项的薛定谔方程的大初值问题.在强耗散条件下,分析了非线性薛定谔

方程i∂tv+12∂
2
xv=λ v p-1v+i a

(1+t)(p-1)v
整体解的L2 衰减估计,所得结果完善了文献[4]的结论.
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Abstract:WeconsiderthelargeinitialproblemforaclassofnonlinearSchrödingerequationswithsubcritical
nonlinearities.Underastrongdissipativecondition,L2decayestimatesofglobalsolutionstothenonlinear

Schrödingerequationi∂tv+ 12∂
2
xv=λ v p-1v+i a

(1+t)(p-1)vareshown.Theresearchresultsupple-

menttheresultsoftheliterature[4].
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0 引言

非线性薛定谔方程

 
i∂tv+12∂

2
xv=λv p-1v+iμ(t)v,

v(0,x)=v0(x

ì

î

í

ïï

ïï )

在光学领域中具有重要应用[1].方程中v是一个未知的复值函数,v=v(t,x),t≥0,x∈R;p>1;μ(t)

是一个实值函数;λ∈C.若λ=-1,μ(t)=a≤0,则有

 
i∂tv+12∂

2
xv=- v p-1v+iav,

v(0,x)=v0(x)

ì

î

í

ïï

ïï .
(1)

式中t≥0,x∈R,p>1.2009年,M.Ohta等[2]研究了方程(1)的大初值整体解的存在性和不存在性.

2016年,Jin等[3]研究了方程
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i∂tv+12∂
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xv=λv p-1v,

v(0,x)=v0(x
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的大初值问题.方程中t≥0;x∈R;1<p<3;Iλ和Rλ分别是λ的虚部和实部,Iλ<0且 Iλ >
p-1
2 p

Rλ .作者证明了上述方程大初值整体解的存在性,并给出了解的衰减估计.2019年,Yuan等[4]

研究了方程

 
i∂tv+12∂

2
xv=λv p-1v+i a

(1+t)(p-1)
v,

v(0,x)=v0(x

ì

î

í

ïï

ïï )
(2)

的大初值问题.方程中t≥0,x∈R,1<p<3,Iλ<0且 Iλ >p-1
2 p

Rλ ,a≤0.作者分析了方

程(2)整体解的存在性和衰减估计.本文在文献[4]的研究基础上,对方程(2)的大初值问题做进一步研

究,以拓展文献[4]的结论.

1 预备知识

定义1 设m,s为非负实数,定义Sobolev空间为

 Hm,s(R)= f∈L2(R);f Hm,s(R)= (1+ x 2)s2(1-∂2x)
m
2f L2(R)<{ }∞ .

为了表述方便,本文简记 Hm,0(R)=Hm(R).

定义2 若函数f(x)∈L1(R),定义其傅里叶变换为(Ff)(ξ)=
1
2π∫R

e-ixξf(x)dx.

引理1[4] 定 义 函 数 空 间 X1,∞ ={y;U(-t)y ∈C [0,∞);H1(R)∩H0,1(R( )),y X1,∞ =

sup
0≤t<∞

U(-t)y H1(R)∩H0,1(R)< ∞},其中U(t)ϕ=ei
t
2Δϕ.设u∈X1,∞ 是方程

 
i∂tu+12∂

2
xu=λ(1+t)a u p-1u,

u(0,x)=u0(x

ì

î

í

ïï

ïï )
(3)

的整体解,其中t≥0,x∈R,p>1,Iλ<0且 Iλ >p-1
2 p

Rλ ,a≤0.令

 R(t)=(1+t)at-p-1
2 (FMU(-t)u p-1FMU(-t)u- FU(-t)u p-1FU(-t)u)+

  (1+t)at-p-1
2 F(M -1-1)F-1 FMU(-t)u p-1FMU(-t)u,

则有 R(t)L2(R)≤Ct-p
2+a FU(-t)u

(p-1)/2
L2(R) Ju

(p+1)/2
L2(R) ,其中J(t)=U(t)xU(-t),M=e

i
2tx

2,t≥1.
引理2[4] 设u∈X1,∞ 是方程(3)的整体解,则有:

 u(t)L2(R)≤ u0(t)L2(R),t≥0;

 ∂xu(t)L2(R)≤ ∂xu0(x)L2(R),t≥0;

 Ju(t)L2(R)≤ xu0(t)L2(R),t≥0.

2 主要结果及其证明

定理1 设-1<a≤-12
,p(a)<p<2a+3,其中p(a)为方程6p3-(11+12a)p2+(4a-

6)p+3=0的唯一实根,并且方程(2)满足强耗散条件Iλ<0和 Iλ >p-1
2 p

Rλ ,其中t≥0,x∈

R.若v0(x)∈H1(R)∩H0,1(R),则方程(2)存在唯一整体解v(t,x)∈X1,∞ 且满足以下衰减估计:

52
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 v(t)L2(R)≤Ct
a+p-3
3p-3 ,t≥1.

证明  在定理1条件下,由文献[4]知方程(2)存在唯一整体解v(t,x)∈X1,∞.下面应用文献[3]

的方法证明方程(2)整体解的衰减估计.
对方程(2)做变换v(t,x)=(1+t)

a
p-1u(t,x),则有

 i∂tu+12∂
2
xu=λ(1+t)a u p-1u, (4)

其中u(0,x)=v0(x),t≥0,x∈R,Iλ<0和 Iλ >p-1
2 p

Rλ .

在方程(4)两边同时作用FU(-t),则有

 FU(-t)(λ(1+t)a u p-1u)=λ(1+t)at-p-1
2 FU(-t)p-1FU(-t)u+λR(t),

其中

 R(t)=(1+t)at-p-1
2 (FMU(-t)u p-1FMU(-t)u- FU(-t)u p-1FU(-t)u)+

  (1+t)at-p-1
2 F(M -1-1)F-1 FMU(-t)u p-1FMU(-t)u.

令Φ(t)=FU(-t)u,则有∂tΦ(t)=-iλ(1+t)at-p-1
2 Φ(t)p-1Φ(t)-iλR(t).由

 ∫R
∂t Φ(t)2dx=2Iλ(1+t)at-p-1

2∫R
Φ(t)p+1dx+2∫RI(λR(t)Φ(t))dx

得∂t Φ(t)2
L2(R)≤2aIλt-p-1

2 +a Φ(t)p+1
Lp+1 +C R(t)L2(R) Φ(t)L2(R),t≥1.应用引理1和引理2得

 ∂t Φ(t)2
L2(R)≤2aIλt-p-1

2 +a Φ(t)p+1
Lp+1 +Ct-p

2+a Φ(t)
(p+1)/2
L2(R) ,t≥1. (5)

由 L2 的 内 插 不 等 式 Φ(t)L2(R) ≤ Φ(t)
(p-1)/2p
L1(R) Φ(t)

(p+1)/2p
Lp+1(R),p > 1 及 Φ(t)L1(R) ≤

C Φ(t)1/2
L2(R)ξΦ(t)

1/2
L2(R),有 Φ(t)

(3p+1)/2
L2(R) ≤C Φ(t)p+1

Lp+1(R)ξΦ(t)
(p-1)/2
L2(R) ,p>1.由引理2得

 Φ(t)
(3p+1)/2
L2(R) ≤C Φ(t)p+1

Lp+1(R),p>1. (6)

将式(6)代入式(5),得

 ∂t Φ(t)L2(R)≤-δt-p-1
2 +a Φ(t)

(3p-1)/2
L2(R) +Ct-p

2+a Φ(t)
(p-1)/2
L2(R) , (7)

其中δ>0,t≥1.令θ=p-1
3p-1

,m=t-
(p-1)2
2(3p-1)+a

p-1
3p-1 Φ(t)

(p-1)/2
L2(R) ,n=t

-2p2-p+4ap+1
2(3p-1) .由Young不等式mn≤

εθm1/θ+ε- θ
1-θ(1-θ)n1/(1-θ),其中0<θ<1,m,n,ε>0,得

 t-p
2+a Φ(t)

(p-1)/2
L2(R) ≤εp-1

3p-1
t-p-1

2 +a Φ(t)
(3p-1)/2
L2(R) +Cε,pt

-2p2-p+4ap+1
4p ,t≥1.

将上式代入式(7),则存在η>0使得

 ∂t Φ(t)L2(R)≤ηt-p-1
2 +a Φ(t)

(3p-1)/2
L2(R) +Ct

-2p2-p+4ap+1
2(3p-1) ,t≥1. (8)

下面估计 Φ(t)L2(R).设β>0,由不等式(8)得

 ∂t(tβ Φ(t)L2(R))=βtβ-1 Φ(t)L2(R)+tβ∂t Φ(t)L2(R)≤

  βtβ-1 Φ(t)L2(R)-ηtβ-p-1
2 +a Φ(t)

(3p-1)/2
L2(R) +Ct

-2p2-p+4ap+1
4p +β,t≥1. (9)

令h= 2
3p-1

,e=t
2β-p+1+2a
3p-1 Φ(t)L2(R),g=t

3βp-3β-2p-2a
3p-1 .由 Young不等式eg≤γhe1/h +γ- h

1-h(1-

h)g1/(1-h),其中0<h<1,e,g,γ>0,得

 tβ-1 Φ(t)L2(R)≤ 2γ
3p-1

tβ-p-1
2 +a Φ(t)

(3p-1)/2
L2(R) +Cγ,pt

3βp-3β-2p-2a
3p-3 ,t≥1.

将上式代入式(9)得
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 ∂t(tβ Φ(t)L2(R))≤ 2βγ
3p-1

tβ-p-1
2 +a Φ(t)

(3p-1)/2
L2(R) -ηtβ-p-1

2 +a Φ(t)
(3p-1)/2
L2(R) +

  βCγ,pt
3βp-3β-2p-2a

3p-3 +Ct
-2p2-p+4ap+1

4p +β,t≥1.

取βγ<η,则由上式得∂t(tβ Φ(t)L2(R))≤Ct-2p+2a
3p-3 +Ct

-2p2-p+4ap+1
4p +β,t≥1.将上式两端在[1,t]积分,

再取β充分大得

 Φ(t)L2(R)≤Ct-2p+2a
3p-3+1+Ct

-2p2-p+4ap+1
4p +1,t≥1. (10)

为了得到估计式 Φ(t)L2(R)≤Ct-2p+2a
3p-3+1,t≥1,由式(10)联立不等式

 

p>1,

a≤0,

-2p+2a
3p-3+1<0,

-2p2-p+4ap+1
4p +1<0,

-2p+2a
3p-3+1≥-2p2-p+4ap+1

4p +

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï 1

解得-1<a≤-12
,p(a)<p<2a+3,其中p(a)为方程6p3-(11+12a)p2+(4a-6)p+3=0

的唯一实根,此时 u(t)L2(R)≤Ct-2p+2a
3p-3+1,t≥1.再结合v(t,x)=(1+t)

a
p-1u(t,x)得 v(t)L2(R)≤

Ct
a+p-3
3p-3 ,t≥1.定理得证.
注1 由v(t,x)=(1+t)

a
p-1u(t,x)和文献[4]中的结论(u(t)L2(R)≤ u0(t)L2(R),t≥0)得方

程(2)的整体解满足 v(t)L2(R)≤Ct
a

p-1 u(t)L2(R)≤Ct
a

p-1,t≥1.定理1给出了方程(2)的整体解衰

减估计 v(t)L2(R)≤Ct
a+p-3
3p-3 ,t≥1.由定理1的条件可得a+p-3

3p-3 < a
p-1<

0.由此可知定理1完善

了文献[4]的结论.

注2 设p*(a)∶=a+54+14 16a2+40a+33.当p*(a)<p<2a+3,-1<a≤0,Iλ<0,

Iλ >p-1
2 p

Rλ 且v0(x)∈H0,1(R)∩H1(R)时,文献[4]给出了解的L∞ 衰减估计为 v(t)L∞(R)≤

Ct- 1
p-1,t≥1,而本文在定理1的条件下得到的解的L2 衰减为 v(t)L2(R)≤Ct

a+p-3
3p-3 ,t≥1.
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