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摘要:在标的资产价格和汇率均为随机的情况下,用含有Poisson过程的Ito-Skorohod随机微分方程描述股

票价格的运动.在考虑汇率风险的情况下,利用鞅定价技巧(风险中性方法)和多元统计分析,计算并推导出一

种基于离散几何平均资产的国外股票回望买入期权的定价公式.该公式可为未来国内出现的同类期权的合

理定价提供参考.
关键词:随机汇率;离散几何平均;Ito-Skorohod随机微分方程;鞅定价技巧;回望期权

中图分类号:O211.6;F830.9     文献标志码:A

Pricingformulaofasianlookbackoptionsforforeign
stocksbasedonstochasticexchangerate

PANSujuan1,2

(1.DepartmentofInformationEngineering,FujianCommercialCollege,Fuzhou350012,China;2.Key
LaboratoryofFinancialMathematics,FujianProvinceUniversity (PutianUniversity),Putian351100,China)

Abstract:Whentheunderlyingassetpriceandexchangeratewerestochastic,theIto-Skorohodstochastic
differentialequationwithPoissonprocesswasusedtodescribethemovementofstockprice.Consideringthe
exchangeraterisk,apricingformulaofforeignstockcall-backoptionsbasedonfloatingexecutionpriceofdis-
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  回望期权是一种在有效期内选取最有利的价格作为协定价格的期权,因其可为投资者以最低价格

买进标的股而广受OTC市场投资者的青睐.亚式期权是到期收益依赖于平均资产价格的一种期权,它

允许投资者对某时段内商品的平均价格进行套期保值,进而可以避免因某些交易者对期权到期时的资

产价格进行操纵而产生的风险;因此,亚式期权已成为一种广泛使用的金融衍生工具.资产的平均价格

可以通过多种平均方式来实现.例如:Gentle[1]采用加权几何平均标的资产对回望期权进行了近似定

价,左玲等[2]给出了一种采用跳跃扩散下离散算术平均资产回望买权的定价公式,文献[3-5]的作者应

用数值模拟、二叉树等方法给出了回望期权的近似计算.本文在研究中将资产的平均价格作为标的资产
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的价格,并将期权的标的资产在其回望时段内的最低价格作为期权的执行价,该做法可有效避免期权即

将到期时价格容易被操纵问题.目前为止,已有很多学者对外汇型衍生产品进行了研究[6-8],但未见将回

望期权和亚式期权结合起来考虑汇率风险的研究.基于此,本文在考虑汇率风险的情况下,将离散几何

平均资产作为标的(标的资产价格以及汇率均为随机),用含有Poisson过程的Ito-Skorohod随机微分

方程[9]描述股票价格的运动,用鞅定价技巧(风险中性方法)[10]和多元正态分布运算的相关知识,推导

出基于离散几何平均资产的国外股票回望买入期权的定价公式.

1 经济变量的随机过程

考虑某个完备概率空间 Ω,F,(Ft)t≥0,( )P 上的标准Brown运动 Wt,其中(Ft)t≥0是对t递增的

σ 域.假定对随机变量的所有叙述几乎处处成立或者几乎必然成立,用E<X|Ft>表示随机变量X关于

到时间t为止可获的信息的条件期望,用S(t)表示t时以外币计量的国外股票的价格,用F(t)表示t时

以内币计量的一单位外币的价格,即t时即期汇率.本文假设股票价格的扩散过程和汇率的变动随机过

程都遵循几何Brown运动,即:

 dS
(t)

S(t)=μSdt+σSdwS
t,dF

(t)
F(t)=μFdt+σFdwF

t . (1)

其中:初始条件S(t)和F(t)均为Ft 可测,且0≤t≤T;wS
t 和wF

t 均是测度P 下标准的 Wiener过程;

参数μS,μF 和σS,σF分别表示期望收益率和波动率.设国内和国外的无风险利率常数分别为r和rf,用

ρSF 表示wS
t 和wF

t 的相关系数,即cov(dwS
t,dwF

t)=ρSFdt.

2 风险中性概率测度和数学模型

2.1 风险中性概率测度

由期权定价的基本理论[11]可知,将S(t)和F(t)的预期增长率分别替换成向量췍αS=rf-ρSFσSσF和

췍αF =r-rf 时,即可得到衍生产品在风险中性测度下的正确估值.为了在风险中性测度下讨论衍生产品

的定价问题,本文在上述空间上引入一个与测度P 等价的鞅测度Q [12]:

 dQdP=exprw-12 r 2{ }t ,

其中r=(rS,rF)T,ri=췍αi-μi

σi
,i∈{S,F},r 表示r的模,w=(wS

t,wF
t)T.由Girsanov定理[13]知,在

鞅测度Q 下,式(1)可转化为:

 dS
(t)

S(t)=췍αSdt+σSd췍wS
t,dF

(t)
F(t)=췍αFdt+σFd췍wF

t, (2)

其中췍wS
t 和췍wF

t 是带σ 流的概率空间(Ω,F,(Ft)T≥t≥0,Q)中的标准 Wiener过程,且cov(d췍wS
t,d췍wF

t)=

ρSFdt.

2.2 几何平均亚式期权的定义和数学模型

设GS(T)和GF(T)分别是S(t)和F(t)在时间段[T0,T]上的离散几何平均值,且用μGS
,μGF

和

σ2
GS
,σ2GF

分别表示GS(T)和GF(T)的期望和方差.以下首先计算μGS
和σ2

GS
.

用均匀分布的离散时间点tj=T0+j·ΔT(j=0,1,2,…,n)表示对区间[T0,T]的分割,其中ΔT=

T-T0

n
,tn=T.由于[T0,T]既是期权的合同期又是资产的平均时段,所以当前时刻t∈[T0,T],即t落

在平均时段之中,这时必然存在某个离散时间点tk,使得t=tk+λΔt,0≤k≤n-1,0≤λ≤1.因此

时S(t1),S(t2),…,S(tk),S(t)都是已知的,所以
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 GS(T)= S(t1)·S(t2)·…·S(tk[ ])
1
nS(t)

n-k
n

S(tn)
S(tn-1)

· S(tn-1)
S(tn-2

é

ë
êê

ù

û
úú)
2

·…· S(tk+1)
S(t

é

ë
êê

ù

û
úú)
n-

{ }
k 1

n

.

令췍S(t)= S(t1)·S(t2)·…·S(tk[ ])
1
nS(t)

n-k
n ,则

 ln
GS(T)
췍S(t)

=1n lnS(tn)
S(tn-1)+

2lnS
(tn-1)

S(tn-2)+
…+(n-k-1)lnS

(tk+2)
S(tk+1)+

(n-k)lnS
(tk+1)
S(t

é

ë
êê

ù

û
úú) .

又因为S(tk+1)
S(t)

,S(tk+2)
S(tk+1)

,…,S(tn)
S(tn-1)

是相互独立的对数正态随机变量,所以有

 ln
GS(T)
췍S(t)

~N μGS -
σ2GS

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
τ,σ2GS

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úτ .

其中:σ2GS
τ=σ2SΔt

(n-k)2
n2

(1-λ)-
(n-k+1)(n-k)(2n-2k-1)

6n
é

ë
êê

ù

û
úú2 ,

 μGS -
σ2GS

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
τ= 췍αS -

σ2Sæ

è
ç

ö

ø
÷

2
Δtn-k

n
(1-λ)+

(n-k-1)(n-k)
2

é

ë
êê

ù

û
úún .

解上面2个式子,可得:

 μGS =
췍αSΔt
τ

n-k
n
(1-λ)+

(n-k-1)(n-k)
2

é

ë
êê

ù

û
úún +

  
σ2SΔt
2τ

k2-nk
n2 (1-λ)+2

(n-k)3(3n-1/2)(1+k-n)
6n

é

ë
êê

ù

û
úú2 ,

 σ2GS =1τσ2
SΔt

(n-k)2
n2

(1-λ)-
(n-k+1)(n-k)(2n-2k-1)

6n
é

ë
êê

ù

û
úú2 .

类似上述解法,可得:

 μGF =
췍αFΔt
τ

n-k
n
(1-λ)+

(n-k-1)(n-k)
2

é

ë
êê

ù

û
úún +

  
σ2FΔt
2τ

k2-nk
n2 (1-λ)+2

(n-k)3(3n-1/2)(1+k-n)
6n

é

ë
êê

ù

û
úú2 ,

 σ2GF =1τσ2
FΔt

(n-k)2
n2

(1-λ)-
(n-k+1)(n-k)(2n-2k-1)

6n
é

ë
êê

ù

û
úú2 .

2.3 期权标的资产的说明

为了方便讨论,本文利用乘积的方式将资产的离散几何平均值和汇率的离散几何平均值转化成一

个资产,即ϕ=GSGF.ϕ可以解释为国内货币给出的国外股票价格的离散几何平均值,其价格扩散过程

服从对数正态分布,即

 dϕ
(t)

ϕ(t)
=μϕdt+σϕd췍wϕ

t.

式中ϕ的漂移率常数为μϕ=μGS+μGF+ρGSGF
σGS

σGF
,ϕ的波动率常数为σϕ=(σ

2
GS +σ2GF +2ρGSGF

σGS
σGF
)12,

d췍wϕ
t是标准 Wiener过程.

2.4 期权的回望时段和到期收益的说明

假设期权的回望时段为期权的整个合同期,即浮动执行价回望买入期权允许持有者以回望时段内

期权标的资产的最低价买入资产,因此这种期权在到期日总是会被执行,并且它的到期收益总是大于

零.期权的到期收益公式[14]为

 C ϕ(T),[ ]0 =ϕ(T)-mT
T0 =ϕ(T)-min(mt

T0
,mT

t).
其中:mT

T0
是[T0,T]区间内ϕ的最小值,即mT

T0=minϕ(ξ),T0 ≤ξ≤{ }T ;mT
t 是 t,[ ]T 区间内ϕ的最

小值,即mT
t =minϕ(ξ),t≤ξ≤{ }T ;mt

T0
是 T0,[ ]t 区间内ϕ 的最小值,即mt

T0=min{ϕ(ξ),T0≤ξ≤
t};在当前时刻下,mt

T0
是已知量,mT

t 是未知量.
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3 分布函数及其分布密度的说明

由于国内货币给出的国外股票价格的离散几何平均值ϕ遵循的是对数正态扩散过程,所以随机变

量 Hξ=lnϕ(ξ)

ϕ(t)
的过程是正态的,其波动率为σH =σϕ

,漂移率为μH=μϕ -
σ2ϕ
2
,其中ϕ(t)是当前时刻

t时的国内货币给出的国外股票价格的离散几何平均值.

令随机变量yT =lnmT
t

ϕ(t)
=minHξ,t≤ξ≤{ }T ,y=ln

mt
T0

ϕ(t)
=minHξ,T0 ≤ξ≤{ }t ,y为已知

量,则根据分布函数的定义得如下分布函数:

 P(yT ≥y)=N
-y+μHτ
σH

æ

è
ç

ö

ø
÷

τ
-exp

2μHy
σ2

æ

è
ç

ö

ø
÷

H

·N
y+μHτ
σH

æ

è
ç

ö

ø
÷

τ
,y≤0,τ=T-t. (3)

式(3)所对应的密度函数为

 f(y)=∂∂y
P(yT <y)=∂∂y

1-P(yT ≥y[ ])= 1
σH τ

n
-y+μHτ
σH

æ

è
ç

ö

ø
÷

τ
+
2μH

σ2
H
exp

2μHy
σ2

æ

è
ç

ö

ø
÷

H

·

  N
y+μHτ
σH

æ

è
ç

ö

ø
÷

τ
+exp

2μHy
σ2

æ

è
ç

ö

ø
÷

H

· 1
σH τ

n
y+μHτ
σH

æ

è
ç

ö

ø
÷

τ
.

4 期权定价公式及其求解

4.1 模型的求解

根据风险中性期望折现方法[15],随机汇率条件下国外股票几何平均回望买入期权的价格为

 Cϕ,mt
T0
,( )τ =exp(-rτ)E ϕ(T)-min(mt

T0
,mT

t[ ]),

其中E是风险中性世界中的期望算子.又因exp(-rτ)E ϕ(T[ ])=ϕ(t),当前时刻mt
T0

是已知量,mT
t 的

分布与方程(3)中的分布函数有关,所以本文考虑

 E min(mt
T0
,mT

t[ ])=E mt
T0 mt

T0≤mT( )t +E mT
t mt

T0>mT( )t =

  mt
T0P mt

T0≤mT( )t +E mT
t mt

T0>mT( )t . (4)

1)计算式(4)右边的第1项.

 mt
T0P mt

T0≤mT( )t =mt
T0Pln

mt
T0

ϕ(t)
≤lnmT

t

ϕ(t
æ

è
ç

ö

ø
÷
)=mt

T0P(y≤yT). (5)

将式(3)带入式(5)可得

 mt
T0P mt

T0≤mT( )t =mt
T0 N -ln

mt
T0

ϕ(t)
+μHτ

σH

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

τ
-exp2μHln

mt
T0

ϕ(t)
σ2

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

H

N ln
mt

T0

ϕ(t)
+μHτ

σH

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
úτ
=

  mt
T0 N

-ln
mt

T0

ϕ(t)
+ μϕ-σ2ϕæ

è
ç

ö

ø
÷

2 τ

σϕ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

τ
-exp

2μϕ-σ2ϕæ

è
ç

ö

ø
÷

2 ln
mt

T0

ϕ(t)
σ2

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

ϕ

N
ln

mt
T0

ϕ(t)
+ μϕ-σ2ϕæ

è
ç

ö

ø
÷

2 τ

σϕ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úúτ
=

  mt
T0 N

-ln
mt

T0

ϕ(t)
+ μϕ -σ2ϕæ

è
ç

ö

ø
÷

2 τ

σϕ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

τ
-

mt
T0

ϕ(t
æ

è
ç

ö

ø
÷
)

2μϕ
σ2ϕ
-1

·N
ln

mt
T0

ϕ(t)
+ μϕ -σ2ϕæ

è
ç

ö

ø
÷

2 τ

σϕ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úúτ
.

2)计算式(4)右边的第2项.

 E mT
t mt

T0>mT( )t =Eϕ(t)exp(yT)ln
mt

T0

ϕ(t)
>lnmT

t

ϕ(t
æ

è
ç

ö

ø
÷
)=Eϕ(t)exp(yT)ln

mt
T0

ϕ(t)
>y

æ

è
ç

ö

ø
÷

T =
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  ∫
ln

mtT0
ϕ(t)

-∞
ϕ(t)exp(yT)f(yT)dyT =∫

ln
mtT0
ϕ(t)

-∞
ϕ(t)exp(yT)

1
σH τ

·n
-yT +μHτ

σH

æ

è
ç

ö

ø
÷

τ
é

ë

ê
ê +

  
2μH

σ2
H

·exp
2μHyT

σ2
æ

è
ç

ö

ø
÷

H

·N
yT +μHτ
σH

æ

è
ç

ö

ø
÷

τ
+exp

2μHyT

σ2
æ

è
ç

ö

ø
÷

H

· 1
σH τ

·n
yT +μHτ
σH

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û

ú
úτ
dyT. (6)

式(6)可分成如下3部分:

 A1=∫
ln

mtT0
ϕ(t)

-∞
ϕ(t)exp(yT)·

1
σH τ

n
-yT +μHτ

σH

æ

è
ç

ö

ø
÷

τ
dyT,

 A2=∫
ln

mtT0
ϕ(t)

-∞
ϕ(t)exp(yT)·

2μH

σ2
H
exp

2μHyT

σ2
æ

è
ç

ö

ø
÷

H

·N
yT +μHτ
σH

æ

è
ç

ö

ø
÷

τ
dyT,

 A3=∫
ln

mtT0
ϕ(t)

-∞
ϕ(t)exp(yT)·exp

2μHyT

σ2
æ

è
ç

ö

ø
÷

H

· 1
σH τ

n
yT +μHτ
σH

æ

è
ç

ö

ø
÷

τ
dyT.

A1、A2、A3 的计算过程为:

 A1=∫
ln

mtT0
ϕ(t)

-∞

ϕ(t)

σH τ
· 1
2π
exp

yT -

-yT +μHτ
σH

æ

è
ç

ö

ø
÷

τ

2
é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú2
dyT =

  ∫
ln

mtT0
ϕ(t)

-∞

ϕ(t)

σH 2πτ
·expyT -

(-yT +μHτ)2

2σ2H
é

ë
êê

ù

û
úúτ
dyT =

  ∫
ln

mtT0
ϕ(t)

-∞

ϕ(t)

σH 2πτ
·exp - 1

2σ2H
æ

è
ç

ö

ø
÷

τ
· yT -(σ2H+μH)[ ]τ 2+

σ2H
2+μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

H{ }τ dyT =

  
ϕ(t)exp

σ2H
2+μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

H τ

σH 2πτ ∫
ln

mtT0
ϕ(t)

-∞
exp-

yT -(σ2H+μH)[ ]τ 2

2σ2H{ }τ
dyT =ϕ(t)exp(μϕτ)N(-d1),

  d1=
-ln

mt
T0

ϕ(t)
+ μϕ +

σ2Hæ

è
ç

ö

ø
÷

2
τ

σH τ
.

 A2=
2μH

σ2
H∫

ln
mtT0
ϕ(t)

-∞
ϕ(t)·expyT +
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·

  exp
σ2H+2μ( )H yT

σ2
æ

è
ç

ö

ø
÷
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÷
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∞
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÷
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÷
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÷
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T . (7)

计算式(7)中的各项:
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÷

2 ϕ(t)

σ2ϕ +2μϕ -σ2ϕæ

è
ç

ö

ø
÷
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÷
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÷÷
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÷
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将上述结果代入式(7),得:
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÷
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÷
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综上可得
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÷
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整理上式得
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其中d1=
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ϕ(t)
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÷

2
τ

σH τ
.

4.2 模型结论及展望

根据4.1中的各项结果,可以得到基于随机汇率条件下国外股票几何平均亚式回望期权的定价公式:

 Cϕ,mt
T0
,( )τ =exp(-rτ)E ϕ(T)-min(mt

T0
,mT

t[ ])=

023
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化简上式得

 Cϕ,mt
T0
,( )τ =ϕ(t)-ϕ(t)exp μϕ -( )[ ]rt ·N(-d1)-exp(-rτ)mt
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其中d1=
-ln
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T0

ϕ(t)
+ μϕ +

σ2Hæ

è
ç
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÷

2
τ

σH τ
.

上述研究中,本文只考虑了离散的情况,这是因为在实际交易中所有亚式期权的标的变量都是采用

离散的平均方式.当n→ ∞ 时,离散几何平均即成为连续几何平均,由此可求得基于随机汇率条件下国

外股票连续几何平均亚式回望期权的定价公式.在本文研究结果的基础上,还可以进一步考虑国内外无

风险利率参数r和rf 是随机变量的情况.例如:在传统经典模型的基础上,若假定利率遵从高斯利率过

程,违约强度函数遵从Poisson随机过程,就可得到不完全市场下汇率随机时国外股票的几何平均亚式

回望期权的定价公式.本研究结果可为未来国内出现的同类期权的合理定价提供参考.
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