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一类次临界增长非局部问题的无穷多解

吴燕林, 钱晓涛
(阳光学院 基础教研部,福建 福州350015)

摘要:在有界域上研究一类次临界增长的非局部问题.应用对称山路定理,在更一般的条件下证明了所考虑

的问题有无穷多个解.该结果拓展了文献[1]的研究结果.
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Infinitelymanysolutionsforaclassofnonlocal
problemwithsubcriticalgrowth
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Abstract:Westudyaclassofnonlocalproblemwithsubcriticalgrowthinaboundeddomain.Underthemore

generalcondition,weprovetheexistenceofinfinitelymanysolutionsfortheconsideredproblembyusingthe
symmetricmountainpasstheorem.Ourresultcanbeviewedasanextensionofliterature[1]concerningthe
existenceofsolutions.
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本文考虑如下非局部边界值问题:

 
- a-b∫Ω

Ñu 2d( )x Δu=f(x,u),x∈Ω;

u=0,x∈∂Ω

ì

î

í
ïï

ïï .
(1)

其中a,b>0,Ω是RN 中的一个有光滑边界的有界区域,N ≥3.

由于问题(1)中的非局部项-b∫Ω
Ñu 2dx使方程不再是一个逐点意义下的等式,因此该问题引起

了许多学者的关注.例如:当f(x,u)= u p-2u,2<p<2*,2*=2N/(N-2)时,文献[1]研究了问

题(1)非平凡解的存在性.文献[2-3]分别研究了问题(1)带次线性项和奇异项的情形,并证得问题(1)

至少存在两个正解.文献[4]考虑问题(1)的共振问题,证明了问题(1)至少存在一个非平凡解.文献

[5-6]在全空间上对问题(1)进行研究,获得了问题(1)非平凡解的存在性.受以上文献启发,本文在更

一般情形下应用对称山路定理考虑问题(1)无穷多解的存在性.

1 预备知识

首先,给出一些记号:H1
0 ( )Ω 和Ls ( )Ω (2≤s≤2*)均为标准的Sobolev空间,范数分别为 · 2=
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∫Ω
Ñ· 2dx 和 · s

s=∫Ω
· sdx,⇀和→分别表示弱收敛和强收敛,c和Ci 表示正常数.当无特别指出

时,收敛默认为是在n→∞ 情况下.本文假设非线性项f(x,u)=f(u)满足:

(f1)f∈C(R)且 f(t)≤c1+ t p-( )1 ,其中2<p<2*;

(f2)lim
t →0

f(t)
t =l≥0;

(f3)∀t∈R,有0<2F(t)≤f(t)t,其中F(t)=∫
t

0
f(s)ds;

(f4)f(-t)=-f(t),∀t∈R.

令ϕ(u)=∫Ω
F(u)dx,则有引理1.

引理1 当f满足(f1)和(f2),则ϕ(u)∈C1 H1
0,( )R 且<ϕ′(u),v>=∫Ω

f(u)vdx,∀u,v∈H1
0(Ω).

证明 先证ϕ(u)的Gateaux导数存在.由条件(f2)可知:∀ε>0,存在充分小的d=d(ε)>0,使

f(t)≤(l+ε)t ,当 t ≤d.由条件(f1)可知:存在充分大的M>0,使 f(t)≤C1 t p-1,当 t ≥

M.再根据条件(f1)中的连续性可知:存在正数K >0,使得 f(t)≤K ≤K t
d

p-1

= K
dp-1 t p-1=

c(ε)t p-1,当d≤ t ≤M.综上可得

 f(t)≤ (l+ε)t +c(ε)t p-1,∀t∈R. (2)

由式(2)可得

 F(t)≤
(l+ε)
2 t 2+c(ε)

p
t p. (3)

因 ∀u,v∈H1
0(Ω),0< t <1,再根据中值定理和式(2)可知,存在0<θ<1,使得

 F(u+tv)-F(u)
t = f(u+tθv)v ≤ (l+ε)u+tθv v +c(ε)u+tθv p-1 v .

对上面的不等式应用Hölder不等式,可得(l+ε)u+tθv v +c(ε)u+tθv p-1 v ∈L1(Ω).进而由

Lebesgue控制收敛定理有<ϕ′(u),v>=∫Ω
f(u)vdx.

再证ϕ′(u)∶H1
0(Ω)→(H1

0(Ω))-1 是连续的.假设un⇀u于H1
0(Ω).由Sobolev嵌入定理知un→u

于Ls(Ω),2≤s<2*.在空间L2(Ω)∩Lp(Ω)中,定义范数

 u 2∧p = u 2+ u p.
在空间L2(Ω)+Lp(Ω)中,定义范数

 u 2∨p =inf v 2+ w p:v∈L2(Ω),w∈Lp(Ω),u=v+{ }w .
类似文献[7]的证明,有f(un)→f(u)于L2(Ω)+Lp(Ω).对 <ϕ′(un)-ϕ′(u),v>应用 Hölder不等

式,可得 <ϕ′(un)-ϕ′(u),v>≤ f(un)-f(u)2∨p v 2∧p ≤C f(un)-f(u)2∨p v .所以

 ϕ′(un)-ϕ′(u)≤C f(un)-f(u)2∨p →0,

即ϕ′(u)∶H1
0(Ω)→(H1

0(Ω))-1 连续.
本文使用如下形式的对称山路定理(引理2)[8]证明本文的主要结果.
引理2 设E=V췍W 是一个实Banach空间,且dimV< ∞.I至少有dim췍V-dimV 对非平凡临

界点,若I∈C1(E,R)是偶泛函且满足I(0)=0及以下条件:

(I1)存在常数ρ,α>0,使得I Bρ(0)∩W ≥α>0;
(I2)存在一个E的子空间췍V,使得dimV<dim췍V< ∞ 且max

u∈췍V
I(u)≤c*,其中c*是某个正常数;

(I3)I满足(PS)c 条件,其中0<c<c*.
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2 主要结果及其证明

显然问题(1)所对应的泛函为:

 I(u)=a
2∫Ω

Ñu 2dx-b
4∫Ω

Ñu 2d( )x
2

-∫Ω
F(u)dx.

称函数u∈H1
0 ( )Ω 是问题(1)的解,是指

 <I′(u),v>= a-bu( )2∫Ω
ÑuÑvdx-∫Ω

f(u)vdx=0,∀v∈H1
0 ( )Ω .

由H1
0 ( )Ω 到L2 ( )Ω 的紧嵌入和紧算子谱理论可知,线性问题-Δu=λu和u∈H1

0 ( )Ω 有一列正的特征

值(λn)n∈N,且λn →+∞.记φn 为相应的标准化特征函数,则有下面的不等式成立:

 λj+1∫Ω
u2dx≤∫Ω

Ñu 2dx,∀u∈spanφ1,φ2,…,φ{ }j
⊥. (4)

定理1 若条件(f1)-(f4)成立,则 ∀k∈N,问题(1)存在k对非平凡解.
证明  由引理1和条件(f4)可知,显然I是偶泛函,且I(0)=0.再根据引理2可知,只需验证泛函

I满足条件(f1)-(f3)即可.以下分3步来证明.
第1步  因为λn→+∞,故存在j∈N使得l<aλj+1.令V=spanφ1,φ2,…,φ{ }j ,W =V⊥,则

H1
0 ( )Ω =V 췍W.取足够小的ε>0,使得0<l+ε<aλj+1.由Sobolev定理可知,存在C>0使得

u p
p ≤C u p.由式(4)有λj+1 u 2

2 < u 2,∀u∈W.再根据式(3)可得:∀u∈W,有

 I(u)=a
2 u 2-b

4 u 4-∫Ω
F(u)dx≥a

2 u 2-b
4 u 4-l+ε

2 u 2
2-c(ε)u p

p ≥

 a
2
1-l+ε

aλj+

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
u 2-b

4 u 4-c1(ε)u p ≥ u 2 a
2
1-l+ε

aλj+

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
-b
4 u 2-c1(ε)u p-é

ë
êê

ù

û
úú

2 .

因l+ε<aλj+1,所以a
2
1-l+ε

aλj+

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
>0.再由2<p<2*可知,存在足够小的常数ρ,α>0,使得

I Bρ(0)∩W ≥α>0,因此I满足条件(I1).
第2步 对于任意给定的k∈N,令m=k+dimV.考虑一列支集两两互不相容的光滑函数{ψi}mi ⊂

C∞
0 ( )Ω ,并定义췍V=spanψ1,ψ2,…,ψ{ }m ,则dim췍V=m且dim췍V-dimV=k.由(f3)可知:∀u∈H1

0 ( )Ω ,

u≠0,有I(u)=a
2 u 2-b

4 u 4-∫Ω
F(u)dx < a

2 u 2-b
4 u 4 ≤a2

4b.再由췍V ⊂ H1
0 ( )Ω 可知,

max
u∈췍V

I(u)≤ max
u∈H10(Ω)

I(u)<a2
4b.令c*=a2

4b
,则I满足条件(I2).

第3步 设 u{ }n ⊂H1
0 ( )Ω 满足I(un)→c且I′(un)→0.下证泛函I满足(PS)c 条件,其中0<c<c*.

为此需要证明当c<a2
4b

时,u{ }n 必存在强收敛子列即可.假定c<a2
4b
,由(f3)有

 2I(un)-<I′(un),un>=b
2 un

4-∫Ω
f(un)un -2F(un[ ])dx≥b

2 un
4,

所以 u{ }n 在H1
0 ( )Ω 中有界.因此在子列的意义下,可以假设存在u∈H1

0 ( )Ω 使得un⇀u于H1
0(Ω);

un →u于Ls(Ω),2≤s<2*;un →ua.e.于Ω.由式(2)有

 ∫Ω
f(un)-f(u[ ])(un -u)dx ≤∫Ω

f(un)+ f(u[ ]) un -udx≤

  ∫Ω
(l+ε) un +( )u +c(ε) un

p-1+ u p-( )[ ]1 un -udx≤

  (l+ε)∫Ω
un un -udx+∫Ω

u un -ud[ ]x +

  c(ε)∫Ω
un

p-1 un -udx+∫Ω
u p-1 un -ud[ ]x ≤
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  (l+ε) un 2 un -u 2+ u 2 un -u[ ]2 +c(ε) un
p-1
p un -u p + u p-1

p un -u[ ]p ≤

  (l+ε) un 2+ u[ ]2 un -u 2+c(ε) un
p-1
p + u p-1[ ]p un -u p ≤

  C1 un -u 2+C2 un -u p,

其中倒数第3个不等式使用了Hölder不等式,最后1个不等式使用了 u{ }n 在H1
0 ( )Ω 中的有界性.由此

有∫Ω
f(un)-f(u[ ])(un -u)dx→0.又因为

 o(1)=<I′(un),un>= a-bun( )2 un -u 2-∫Ω
f(un)-f(u[ ])(un -u)dx,

所以

 a-bun( )2 un -u 2 →0. (5)

以下使用反证法来证明 a-bun( )2 →0不成立.假设 a-bun( )2 →0,由<I′(un),v>→0和

<I′(un),v>= a-bun( )2 <un,v>-<ϕ′(un),v>可知,ϕ′(un)→0.类似引理1的证明,有

 sup
v ≤1∫Ω

f(un)-f(u) vdx→0,

所以

 ϕ′(un)-ϕ′(u)= sup
v ≤1∫Ω

f(un)-f(u[ ])vdx ≤ sup
v ≤1∫Ω

f(un)-f(u) vdx→0.

综上可得ϕ′(u)=0,进而有<ϕ′(u),v>=∫Ω
f(u)vdx=0,∀v∈H1

0 ( )Ω .由变分方法的基本引理[9]可知

u=0.根据式(3)有ϕ(un)=∫Ω
F(un)dx→∫Ω

F(u)dx=0.再由 a-bun( )2 →0知,un
2→a

b
,所以

I(un)=a
2 un

2-b
4 un

4-∫Ω
F(un)dx→a2

4b.这与I(un)→c<a2
4b

矛盾,因此 a-bun( )2 →0不成

立.于是由式(5)知un →u于H1
0(Ω),即I满足条件(I3).

综合以上3步知,对泛函I可以使用引理2,由此得问题(1)至少存在k对非平凡解.再由k的任意性

可知,问题(1)有无穷多个解.
注1 文献[1]的非线性项显然满足本文的条件(f1)-(f4),但本文得到的是无穷多个解,因此本文

的结果拓展了文献[1]的研究结果.
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