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具有不同故障模式的并联可修复系统
主算子的性质研究
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摘要:研究了具有不同故障模式的并联可修复系统.首先运用C0半群理论,证明了系统主算子为预解正算子,

并给出了系统主算子的共轭算子及其定义域.然后利用共尾和预解正算子理论,证明了系统主算子的谱界与

增长界相等.
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0 引言

在许多大型复杂系统中,存在着大量结构简单、功能并联的系统,如舰船动力、电力系统等.这类系

统所使用的各个单元一般都是可修复的.对此类系统进行建模时,因涉及维修策略等诸多因素,因此模

型的建立和分析都较为复杂.近年来,许多学者对并联可修复系统进行了研究.例如:吕建伟等[1]通过分

析并联可修复系统的特点以及不同维修策略对系统可用性的影响,建立了并联系统工作模式和各类故

障的仿真模型,并给出了系统相关指标的计算公式.另外,一些学者利用巴拿赫空间的相关理论,研究了

上述并联可修复系统模型的最优控制、半离散化和稳定性等问题[2-7].然而这些文献讨论的只是两个系

统部件的简单情形,而对于系统部件为n个的情形并没有进行讨论.基于此,本文在文献[8]的基础上,

运用C0半群理论对系统具有退化状态和常规故障状态的n个同型部件并联可修复系统进行研究,并通

过共尾理论证明系统主算子的谱界与增长界相等.
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1 模型描述

图1 系统状态转移图

系统由n个可修复的相同部件组成,每个部件

都有3种状态:工作状态、退化状态或故障状态.系

统中每个部件有3种故障类型,并且所有的故障均

相互独立.所有部件故障或常规故障可导致系统故

障.在任何工作状态下,系统都可能发生常规故障.
除常规故障外,所有的故障率和修复率都为常数.系

统发生故障时,系统的修复时间服从一般分布.在

t=0时,系统开始工作,系统部件修复如新.系统状

态转移图(n=2)如图1所示.
利用全概率分析的方法,可将模型描述为:

 dp00
(t)
dt =-[n(λ1+λ2)+λc]p00(t)+

  μ1p10(t)+μ2p01(t)+∫
∞

0
pc(x,t)μc(x)dx; (1)

 dpi0(t)
dt =-[(n-i)(λ1+λ2)+iλ3+iμ1+λc]pi0(t)+(i+1)μ1pi+1,0(t)+

  (n-i+1)λ1pi-1,0(t)+μ2pi1(t),0<i<n,j=0; (2)

 dpn0(t)
dt =-[nλ3+nμ1+λc]pn0(t)+λ1pn-1,0(t); (3)

 dp0j
(t)
dt =-[(n-j)(λ1+λ2)+jμ2+λc]p0j(t)+(j+1)μ2p0,j+1(t)+

  (n-j+1)λ2p0,j-1(t)+μ1p1j(t)+λ3p1,j-1(t),0<j<n,i=0; (4)

 dp0n
(t)
dt =-nμ2p0n(t)+λ2p0,n-1(t)+λ3p1,n-1(t); (5)

 dpij(t)
dt =-[(n-i-j)(λ1+λ2)+iλ3+iμ1+jμ2+λc]pij(t)+(j+1)μ2pi,j+1(t)+

  (i+1)μ1pi+1,j(t)+(n-i-j+1)λ1pi-1,j(t)+(n-i-j+1)λ2pi,j-1(t)+(i+1)λ3pi+1,j-1(t),

  0<i+j<n,0<i,j<n-1; (6)

 dpij(t)
dt =-[iλ3+iμ1+jμ2+λc]pij(t)+λ1pi-1,j(t)+λ2pi,j-1(t)+(i+1)λ3pi+1,j-1(t),

  i+j=n,0<i,j≤n-1; (7)

 ∂pc
(t,x)
∂t +∂pc

(t,x)
∂x =-μc(x)pc(t,x). (8)

系统的边界条件和初始条件为

 pc(0,t)=λc ∑
n

i+j≥0,j≠n
pij(t),p00(0)=1,其余为0. (9)

其中pij(t)为t时刻系统处于状态(i,j)时的概率,pi,j(t,x)为t时刻系统处于常规故障状态且修复时

间为x的概率,λ1为部件从工作状态到退化状态的损坏率,λ2为部件从工作状态到故障状态的损坏率,

λ3 为部件从退化状态到故障状态的损坏率,λc 为由常规错误导致系统故障的损坏率,μ1为部件从退化

状态到工作状态的修复率,μ2为部件从故障状态到工作状态的修复率,μc(x)为由常规故障导致系统故

障且修复时间为x的修复率,并假定满足0≤μc(x)< ∞,∫
∞

0
μc(x)dx< ∞ 且lim

x→∞

1
x∫

x

0
μc(η)dη< ∞.
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定义状态空间X={P=(p00,p1,p2,p3,pc(x)p00∈R,pk∈Rn,p3∈Rn(n-1)/2,pc(x)∈L1[0,∞),

k=1,2}.将范数定义为 P = p00 +∑
3

k=1
pk + pc(x)L1[0,∞).这里 p1 = (p10,p20,…,pn0)T =

∑
n

i=1
pi0 ,p2 = (p01,p02,…,p0n)T =∑

n

j=1
p0j ,p3 = (p11,…,pij,…,pn-1,1)T = ∑

 i+j≤n
1<i,j≤n-1

pij .

显然,(X,· )为Banach空间.定义算子A 和B:

 A=diag(-[n(λ1+λ2)+λc],-[(n-1)(λ1+λ2)+λ3+μ1+λc],…,-[λ1+λ2+
  (n-1)λ3+(n-1)μ1+λc],-[nλ3+nμ1+λc],-[(n-1)(λ1+λ2)+μ2+λc],…,-
  [λ1+λ2+(n-1)μ2+λc],-nμ2,-[(n-2)(λ1+λ2)+λ3+μ1+μ2+λc],…,-[λ1+
  λ2+(n-2)λ3+(n-2)μ1+μ2+λc],-[λ3+μ1+(n-1)μ2+λc],…,-[(n-1)λ1+

  (n-1)μ1+μ2+λc],- ddx-μc(x)),

 D(A)={P∈X|dpc
(x)
dx ∈L1[0,∞),pc(x)是绝对连续函数,且满足pc(0,t)=λc∑

n

i+j≥0
j≠n

pij(t)},

 BP=

μ1p10(t)+μ2p01(t)+∫
∞

0
pc(x,t)μc(x)dx

2μ1p20(t)+nλ1p00(t)+μ2p11(t)
︙

nμ1pn0(t)+2λ1pn-2,0(t)+μ2pn-1,1(t)
λ1pn-1,0(t)

2μ2p02(t)+nλ2p00(t)+μ1p11(t)+λ3p10(t)
︙

nμ2p0n(t)+2λ2p0,n-2(t)+μ1p1,n-1(t)+λ3p1,n-2(t)
λ2p0,n-1(t)+λ3p1,n-1(t)

2μ2p12(t)+2μ1p21(t)+(n-1)λ1p01(t)+(n-1)λ2p10(t)+2λ3p20(t)
︙

2μ2pn-2,2(t)+(n-1)μ1pn-1,1(t)+2λ1pn-2,1(t)+2λ2pn-1,0(t)+(n-1)λ3pn-1,0(t)
λ1p0,n-1(t)+λ2p1,n-2(t)+2λ3p2,n-2(t)

︙
λ1pn-2,1(t)+λ2pn-1,0(t)+nλ3pn0(t)

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
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ç
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÷
÷
÷
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,

D(B)=X.则系统方程(1)—(9)可转化为Banach空间X 中的Cauchy问题:

 
dP(t,·)
dt =(A+B)P(t,·);

P(0,·)=(1,On+1,1,On,1,On(n-1)/2){ .
(10)

2 主要结果及其证明

定义1 集合C为集合E 的子集,若对任意的f∈E,存在g∈C,使得f≤g,则称C在E 共尾.
定义2 设A 为闭算子,则称s(A)=sup{Reλ|λ∈σ(A)}为算子A 的谱界.
定义3 E是正C0半群{T(t)}t≥0的生成元,则算子E的增长界为ω(E)=inf{ω∈R|存在M≥1,

使得 T(t)≤Meωt,t≥0}.
定理1 主算子A 是预解正算子.
证明  当r>0时,对 ∀G∈X,考虑方程r(I-A)P=G,即:

 r+n(λ1+λ2)+λ[ ]c p00=g00; (11)
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 r+(n-i)(λ1+λ2)+iλ3+iμ1+λ[ ]c pi0=gi0,0<i<n,j=0; (12)

 r+nλ3+nμ1+λ[ ]c pn0=gn0,i=n,j=0; (13)

 r+(n-j)(λ1+λ2)+jμ2+λ[ ]c p0j=g0j,i=0,0<j<n; (14)

 r+nμ[ ]2 p0n =g0n,i=0,j=n; (15)

 r+(n-i-j)(λ1+λ2)+iλ3+iμ1+jμ2+λ[ ]c pij =gij,0<i+j<n,0<i,j<n-1;

(16)

 r+iλ3+iμ1+jμ2+λ[ ]c pij =gij,i+j=n,0<i,j≤n-1; (17)

 dpc
(t,x)
dx =-(r+μc(x))pc(t,x)+gc(x). (18)

结合边值条件,解上述方程依次得:

 p00= g00
r+n(λ1+λ2)+λc

;

 pi0= gi0

r+(n-i)(λ1+λ2)+iλ3+iμ1+λc
,0<i<n,j=0;

 pn0= gn0

r+nλ3+nμ1+λc
,i=n,j=0;

 p0j= g0j
r+(n-j)(λ1+λ2)+jμ2+λc

,i=0,0<j<n;

 p0n = g0n
r+nμ2

,i=0,j=n;

 pij = gij

r+(n-i-j)(λ1+λ2)+iλ3+iμ1+jμ2+λc
,0<i+j<n,0<i,j<n-1;

 pij = gij

r+iλ3+iμ1+jμ2+λc
,i+j=n,0<i,j≤n-1;

 pc(x)=pc(0)e-x(r+1x)∫x
0μc

(ξ)dξ+∫
x

0
e-(x-τ)(r+ 1

x-τ∫x
τμc

(ξ)dξ)gc(τ)dτ.

由上式再结合Fubini定理,有

 P = p00 +∑
n

i=1
pi0 +∑

n

j=1
p0j + ∑

1<i+j<n
1<i,j<n-1

pij + ∑
 i+j=n
1<i,j≤n-1

pij + pc L1[0,+∞)≤∑
n

i=1
pi0 +

  ∑
n

j=1
p0j + ∑

1<i+j<n
1<i,j<n-1

pij + ∑
 i+j=n
1<i,j≤n-1

pij + pc(0)∫
∞

0
e-rxdx+∫

∞

0∫
x

0
e-r(x-τ) gc(τ)dτ=

  g00
r+n(λ1+λ2)+λc+∑

n-1

i=1

gi0

r+(n-i)(λ1+λ2)+iλ3+iμ1+λc+
gn0

r+nλ3+nμ1+λc+

  ∑
n-1

j=1

g0j
r+(n-j)(λ1+λ2)+jμ2+λc+

g0n
r+nμ2

+

  ∑
 i+j=n
1<i,j<n-1

gij

r+(n-i-j)(λ1+λ2)+iλ3+iμ1+jμ2+λc+ ∑
 i+j=n
1<i,j<n-1

gij

r+iλ3+iμ1+jμ2+λc+

  1rλc
g00

r+n(λ1+λ2)+λc
æ

è
ç +∑

n-1

i=1

gi0

r+(n-i)(λ1+λ2)+iλ3+iμ1+λc+

  gn0

r+nλ3+nμ1+λc+∑
n-1

j=1

g0j
r+(n-j)(λ1+λ2)+jμ2+λc+

  ∑
1<i+j=n
1<i,j<n-1

gij

r+(n-i-j)(λ1+λ2)+iλ3+iμ1+jμ2+λc+ ∑
 i+j=n
1<i,j<n-1

gij

r+iλ3+iμ1+jμ2+λ
ö

ø
÷

c
+
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  1r gc ≤ 1r g00 +∑
n

i=1
gi0 +∑

n

j=1
g0j + ∑

1<i+j<n
1<i,j<n-1

gij + ∑
 i+j=n
1<i,j≤n-1

gij + g( )c ≤ 1r G .

当r>0时,(rI-A)-1 存在且 (rI-A)-1 ≤ 1r.由G 的任意性知,(rI-A)为满射,所以(0,ω)⊂

ρ(A),故算子A 为预解正算子.再由文献[9]易知算子A 是稠定的预解正算子.
定理2 算子A 的共轭算子A*为

 A*Q=

-[n(λ1+λ2)+λc]q00+λcqc(0)
-[(n-1)(λ1+λ2)-λ3-μ1+λc]q10+λcqc(0)

︙
-[λ1+λ2-(n-1)λ3-(n-1)μ1+λc]qn-1,0+λcqc(0)

-[nλ3+nμ1+λc]qn0+λcqc(0)
-[(n-1)(λ1+λ2)+μ2+λc]q01+λcqc(0)

︙
-[λ1+λ2+(n-1)μ2+λc]q0,n-1+λcqc(0)

-nμ2q0n
-[(n-2)(λ1+λ2)+λ3+μ1+μ2+λc]q11+λcqc(0)

︙
-[λ1+λ2+(n-2)λ3+(n-2)μ1+μ2+λc]qn-2,1+λcqc(0)

-[λ3+μ1+(n-1)μ2+λc]q1,n-1+λcqc(0)
︙

-[(n-1)λ3+(n-1)μ1+μ2+λc]qn-1,1+λcqc(0)
d
dx-μc(x

é

ë
êê

ù

û
úú)qc(x

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
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ç

ö

ø
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÷
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÷
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÷
÷
÷
÷)

,

D(A*)={Q=(q00,q1,q2,q3,qc(x))∈X*|qc(x)∈L∞[0,∞)绝对连续,且dq(x)
dx ∈L∞[0,∞)}.其中

q1=(q10,q20,…,qn0)T,q2=(q01,q02,…,q0n)T,q3=(q11,…,qij,…,qn-1,1)T.
证明  ∀Q∈D(A*),Q={q00,q10,…,qn0,q01,…,q0n,q11,…,qij,…,qn-1,1,q(x)},因此有

 <AP,Q>=-[n(λ1+λ2)+λc]p00q00+∑
n-1

i=1
-[(n-i)(λ1+λ2)+iλ3+iμ1+λc]pi0qi0-

  (nλ3+nμ1+λc)pn0qn0-∑
n-1

j=1

[(n-j)(λ1+λ2)+jμ2+λc]p0jq0j-nμ2p0nq0n -

  ∑
1<i+j<n
1<i,j<n-1

[(n-i-j)(λ1+λ2)+iλ3+iμ1+jμ2+λc]pijqij - ∑
 i+j=n
1<i,j≤n-1

[iλ3+iμ1+

  jμ2+λc]pijqij+∫
∞

0
(- ddx-μc(x))pc(x)qc(x)dx=[-(n(λ1+λ2)+λc)q00+λcqc(0)]p00+

  ∑
n-1

i=1

[-((n-i)(λ1+λ2)-iλ3-iμ1+λc)qi0+λqc(0)]pi0+ -(nλ3+nμ1+λc)qn0[ +

  λcqc(0 ])pn0+∑
n-1

j=1

[-((n-j)(λ1+λ2)+jμ2+λc)q0j+λqc(0)]p0j-nμ2p0nq0n +

  ∑
1<i+j<n
1<i,j<n-1

[-((n-i-j)(λ1+λ2)+iλ3+iμ1+jμ2+λc)qij +λcqc(0)]pij +

  ∑
 i+j=n
1<i,j≤n-1

[-(iλ3+iμ1+jμ2+λc)qij+λcqc(0)]pij+∫
∞

0
(d
dx-μc(x))qc(x)pc(x)dx= <P,A*Q>.

定理3 设a=lim
x→∞

1
x∫

x

0
μc ( )τ dτ,当r≥-a时,r∈ρ(A).

证明 当r>0时,r∈ρ(A).因此只须证-a≤r<0时,r∈ρ(A)即可.若r≥-a,则存在l>0,
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使得x≥l时,有r+1x∫
x

0
μc(τ)dτ>0.因为∫

∞

l
e-x(r+1x∫x

0μc
(τ)dτ)dx=Ml< ∞ 和∫

l

0
e-x(r+1x∫x

0μc
(τ)dτ)dx=

M′l< ∞,所以∫
∞

0
e-x(r+1x∫x

0μc
(τ)dτ)dx=Ml+M′l=M < ∞.故

 pc(x)=∫
∞

0
pc(0)e-x(r+1x∫x

0μc
(η)dη)+∫

x

0
gc(τ)e-(x-τ)(r+ 1

x-τ∫x
τμc

(η)dη)dτdx≤

  pc(0)∫
∞

0
e-x(r+1x∫x

0μc
(η)dη)dx+∫

∞

0∫
x

0
gc(τ)e-x(r+1x∫x

τμc
(η)dη)dτdx=

  M pc(0)+∫
∞

0
gc(τ)∫

∞

τ
e-x(r+1x∫x

τμc
(η)dη)dxdτ=Mλc ∑

n

i+j=0,j≠0
pij +M gc(τ)=

  Mλc
1

r+n(λ1+λ2)+λcg00+∑
n-1

j=1

1
r+(n-i)(λ1+λ2)+iλ3+iμ1+λcgi0+

  1
r+nλ3+nμ1+λcgn0+∑

n-1

j=1

g0j
r+(n-j)(λ1+λ2)+jμ2+λc+

  ∑
1<i+j<n
0<i,j<n-1

gij

r+(n-i-j)(λ1+λ2)+iλ3+iμ1+jμ2+λc+

  ∑
 i+j=n
0<i,j≤n-1

1
r+iλ3+iμ1+jμ2+λcgij +M gc(τ)≤

  ac g00 +∑
n

i=1
gi0 +∑

n-1

j=1
g0j + ∑

1<i+j<n
1<i,j<n-1

gij + ∑
 i+j=n
1<i,j≤n-1

gij + gc(τ( )) .

其中

 ac=maxM, λc
r+n(λ1+λ2)+λc M, λc

r+(n-j)(λ1+λ2)+jμ2+λc M{ ,

  λc
r+iλ3+iμ1+jμ2+λc M, λc

r+(n-i-j)(λ1+λ2)+iλ3+iμ1+jμ2+λc M,

  λc
r+(n-i)(λ1+λ2)+iλ3+iμ1+λc M, λc

r+nλ3+nμ1+λc }M .

同理:

 p00 ≤a00 g00 ,pi0 ≤ai0 gi0 ,p0j ≤a0j g0j ,1<i,j≤n;

 pij ≤aij gij ,1<i+j<n-1,1<i,j<n-1;

 pij ≤a′ij gij ,i+j=n,1<i,j≤n-1.
其中aij为式(11)—(17)中pij系数的倒数.综上,

 P ≤∑
n

i=1

(ai0+ac)gi0 +∑
n

j=1

(ai0+ac)g0i + ∑
0<i+j<n
0<i,j<n-1

(aij +ac)g0j +

  ∑
 i+j=n
0<i,j≤n-1

(a′ij+ac)gij +(a00+ac)g00 +ac gc(x).

取C为 gij ,gc(x)系数的最大值,则 P ≤C G .即当-a≤r<0时,rI-A 有界可逆.由G 的

任意性,当r≥ -a时r∈ρ(A).
定理4 当r<-a时,r∈σ(A),并且s(A)=-a.
证明  假设当r<-a时,r∈ρ(A),即方程(rI-A)P=G有解.故对任意的c∈R+,-c<r+

a<0,有r+lim
x→∞

1
x∫

x

0
μc(τ)dτ<0.因此∃k>0,且当x>k时,使得r+1x∫

x

0
μc(τ)dτ<0.由此可得

 M′=∫
k

0
e-x(r+1x∫x

0μc
(τ)dτ)dx+∫

∞

k
e-x(r+1x∫x

0μc
(τ)dτ)dx=∞.
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因G∈ G∈R(λI-A)|gc(x)≥0,x>{ }0 ,因此对(rI-A)P=G 的解pc(x)有

 pc(x)=∫
∞

0
pc(0)e-x(r+1x∫x

0μc
(η)dη)+∫

x

0
e-(x-s)(r+ 1

x-s∫x
sμc

(η)dη)gc(τ)dτdx>

  ∫
∞

0
pc(0)e-x(r+1x∫x

0μc
(τ)dτ) dx=M′ pc(0).

由此知 P = p00 +∑
n

i=1
pi0 +∑

n

j=1
p0j + ∑

1<i+j<n
1<i,j<n-1

pij + ∑
 i+j=n
1<i,j<n-1

pij + pc =∞,这与假设矛盾.所

以当-a-c<r<-a时,r∈σ(A).由c的任意性知,当r<-a时,r∈σ(A).又因当r≥-a时,

r∈ρ(A),所以s(A)=-a.
定理5 算子A 的s(A)=ω(A)=-a.
证明  X={P=(p00,p1,p2,p3,pc(x)|p00∈R,p1∈Rn,p2∈Rn,p3∈Rn(n-1)/2,pc(x)∈L1[0,

∞),P = p00 +∑
3

k=1
pk + pc(x)L1[0,∞)},这里 p1 = (p10,p20,…,pn0)T =∑

n

i=1
pi0 , p2 =

(p01,p02,…,p0n)T =∑
n

j=1
p0j ,p3 = (p11,…,pij,…,pn-1,1)T = ∑

 i+j≤n
1<i,j≤n-1

pij ;

 X*= {Q= (q00,q10,…,qn0,q01,…,q0n,q11,…,qn1,qc(x))|q00∈R,qi0∈R,q0j∈R,qij∈R,qc(x)∈
L∞[0,∞),Q =sup{q00 ,qi0 ,q0j ,qij ,qc(x)L∞[0,∞)},i,j=1,…,n-1;i+j≤n};

 X*
+=X∩*{Q|q00 ≥0,qi0 ≥0,q0j≥0,qij ≥0,qc(x)≥0,x≥0,

  i,j=1,…,n-1;1<i+j≤n};

 D(A*)={Q∈X*|qc(x)绝对连续且dqc(x)
dx ∈L∞[0,∞)};

 D(A*)+=X*
+∩D(A*).

任取y=(y00,y10,…,yn0,y01,…,y0n)T,则

 y =sup{y00 ,yi0 ,y0j ,yij ,yc(x)L∞[0,+∞),i,j=1,…,n-1;i+j≤n},

所以 y ≥ yi ,y ≥ yij ,y ≥ yc(x)L∞[0,+∞).取1(x),x∈[0,∞),则1(x)∈L∞[0,∞)绝

对连续,且d1(x)
dx ∈L∞[0,∞).所以f=(y ,…,y ,y1(x))T ∈D(A*)+,进而知y≤f,D(A*)

在X*
+ 中共尾.因算子A 是稠定的预解正算子,所以根据文献[10]知s(A)=ω(A)=-a.
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