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无穷区间上有序分数阶q-差分方程边值问题
正解的存在性
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(延边大学 理学院,吉林 延吉133002)

摘要:研究一类定义在无穷区间上的有序分数阶q 差分方程边值问题.首先,求出该边值问题解的表达式,并
分析其中格林函数的性质;其次,利用锥理论和单调迭代的方法得到了边值问题解的存在性.最后,举例证明

了论文所得结果的有效性.
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Abstract:Inthispaper,westudyaclassoforderedfractionalq-differenceequationsdefinedoninfiniteinter-
vals.Firstly,theexpressionofthesolutionoftheboundaryvalueproblemisobtained,andthepropertiesof
theGreen’sfunctionareanalyzed.Secondly,themonotoneiterativemethodisusedtoobtaintheexistenceof
thesolutiontotheboundaryvalueproblem.Finally,anexampleisgiventoillustratethevalidityoftheresult.
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0 引言

边值问题是微分方程理论的一个重要分支,它被广泛应用于物理、机械、生物等领域.近年来,许多

学者对整数阶、分数阶q 差分方程边值问题进行了研究,并取得了较好的研究成果[1-4],但对在无穷区

间上的有序分数阶q 差分问题研究的较少.
文献[5]利用Banach不动点定理研究了如下分数阶q 差分边值问题解的存在性和唯一性:

 
Dα

qx(t)=f(t,x(t)),0≤t≤1,α∈(n-1,n);
(Dk

qx)(0)=0,k=0,1,…,n-2,D(n-1)
q x(1)=1{ .

文献[6]利用Schauder不动点定理和Leggett-Willians不动点定理得到了分数阶q 差分边值问题:

 
Dα

qu(t)+f(t,x(t))=0,t∈[0,∞);

u(0)=0,Dα-1
q u(+∞)=∑

m

i=1
aiu(ξi{ )

解的存在性和多重性,其中0<q<1,1<α<2,0≤∑
m

i=1
aiξα-1

i <Γq(α),f∶([0,∞),R)→[0,∞)



延边大学学报(自然科学版) 第45卷  

是连续函数.
受上述研究的启发,本文考虑如下边值问题极小非负解的存在性:

 
Dβ

q(Dα
qu(t))+f(t,u(t),Tu(t),Su(t))=0;

u(0)=0,Dα
qu(0)=0,Dα-1

q u(∞)=u*{ .
(1)

其中:t∈J=[0,+∞),f∈C[J×P×P×P,P],1<α≤2,0<β≤1,0<q<1,Dα
q 是α 阶

Riemann-Liouville分数阶导数,Su(t)=∫
∞

0
h(t,s)u(s)dqs,Tu(t)=∫

t

0
k(t,s)u(s)dqs.h(t,s)∈C[D0,

R+],k(t,s)∈C[D,R+],R+=[0,+∞],D={(t,s)∈R2|0≤s≤t},D0={(t,s)∈J×J},u*∈

R.为计算方便,令k*=sup
t∈J∫

t

0
k(t,s)dqs< ∞,h*=sup

t∈J∫
∞

0
h(t,s)(1+sα-1)dqs< ∞,且

 lim
t′→t∫

∞

0
h(t′,s)-h(t,s)(1+sα-1)dqs=0,t,t′∈J.

假设(E,‖·‖)是实Banach空间,P是E 中的非空闭凸子集.如果P满足如下条件(a)和(b),则称

P 是E 中的锥:(a)x∈P,λ≥0⇒λx ∈P;(b)x∈P,-x∈P⇒x=0.
给定E 中锥P,由此可定义E 中的半序关系:若x,y∈E,y-x∈P,则称x≤y.本文所用的基

本空间C∞([0,∞),R)=u∈C([0,∞),R):sup
t∈J

u(t)
1+tα-1 <+{ }∞ 的范数为‖u‖F=sup

t∈J

u(t)
1+tα-1

,显然

C∞ 是Banach空间.

1 预备知识

定义1[7] 定义函数f∶J→R上的α(≥0)阶Riemann-Liouville型q 积分为:

 Iα
qf(t)= 1

Γq(α)∫
t

0
(t-qs)(α-1)f(s)dqs,

其中(I0qf)(t)=f(t),且等式右侧积分在区间J上逐点有定义.
定义2[8] 定义函数f∶J→R上的α(>0)阶Riemann-Liouville型q 导数为:

 Dα
qf(t)=Dm

qDm-α
q h(t),

其中m=「α⌉+1,「α⌉ 表示实数α的整数部分,等式右侧积分在区间J上逐点有定义,且

 Iα
qDα

qf(t)=c1tα-1+c2tα-2+…+cntα-n,ci∈R,t∈J.
引理1 令y∈C[0,1]∩L[0,+∞),边值问题

 
Dα

qu(t)+y(t)=0;

u(0)=0,Dα-1
q u(∞)=u{ *

(2)

有唯一解u(t)=u*tα-1

Γ(α)+∫
∞

0
G(t,s)y(s)dqs,其中

 G(t,qs)= 1
Γq(α)

tα-1-(t-qs)(α-1),0≤qs≤t< ∞;

tα-1,0≤t≤qs< ∞{ .
(3)

则边值问题

 
Dβ

q(Dα
qu(t))+y(t)=0;

u(0)=0,Dα
qu(0)=0,Dα-1

q u(∞)=u{ *
(4)

的解为

 u(t)=u*tα-1

Γq(α)+
1
Γq(β)∫

∞

0
G(t,qs)∫

s

0
(s-qτ)(β-1)y(τ)dqτdqs. (5)

证明  用Iα
q 算子作用式(2)中的方程两端,得

 u(t)=- 1
Γq(α)∫

t

0
(t-qs)(α-1)y(s)dqs+c1tα-1+c2tα-2. (6)
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由u(0)=0,Dα-1
q u(∞)=u*,得c2=0,c1= 1

Γq(α)∫
∞

0
y(s)dqs+u( )* .将c1 和c2 代入式(6)得

 u(t)=u*tα-1

Γq(α)+∫
∞

0
G(t,qs)y(s)dqs.

用Iβ
q 算子作用式(4)的方程两端,得Dα

qu(t)=c′1tβ-1-Iβ
qy(t).再由边值条件Dα

qu(0)=0,得c′1=0,即

Dα
qu(t)=-Iβ

qy(t).故式(2)等价于
Dα

qu(t)+Iβ
qy(t)=0;

u(0)=0,Dα-1
q u(∞)=u*{ ,

所以边值问题(4)的解为式(5).

引理2 格林函数G(t,qs)的性质:

1)G(t,qs)是连续的且G(t,qs)≥0,(t,s)∈J×J;

2)G
(t,qs)
1+tα-1 ≤

1
Γq(α)

,(t,s)∈J×J;G
(t,qs)
1+tα-1 =

tα-1-(t-qs)(α-1)

Γq(α)(1+tα-1) ≤ 1
Γq(α)

,0≤qs≤t< ∞;

tα-1

Γq(α)(1+tα-1)≤
1
Γq(α)

,0≤t≤qs< ∞

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

定义算子A:

 Au(t)=u*tα-1

Γq(α)+
1
Γq(β)∫

∞

0
G(t,qs)∫

s

0
(s-qτ)(β-1)f(τ,u(τ),(Tu)(τ),(Su)(τ))dqτdqs.

为便于分析,本文做如下假设:
(H1)∃a(t),b(t)∈C(J,R+),c1,c2,c3 ∈R+,使得

 ‖f(t,u,v,w)‖ ≤a(t)+b(t)(c1‖u‖+c2‖v‖+c3‖w‖),t∈J,u,v,w∈P.

令a*=∫
∞

0
a(s)dqs< ∞,b*=∫

∞

0
(1+sα-1)b(s)dqs< ∞,∫

s

0
(s-qτ)(β-1)dqτ< ∞.

(H2)f(t,u,v,w)是增函数,且f(t,u,v,w)≤f(t,췍u,췍v,췍w),t∈J,췍u≥u≥θ,췍v≥v≥θ,췍w≥
w≥θ.

引理3 若假设(H1)成立,则算子A∶C∞ →C∞.
证明  令u(t)∈C∞,即u(t)≥θ且 ‖u‖F< ∞.因为f∈C[J×P×P×P,P],G(t,qs)>0,

故(Au)(t)≥θ.由假设(H1)有

 ‖(Au)(t)‖ ≤ ‖u
*‖tα-1

Γq(α) + 1
Γq(β)∫

∞

0
G(t,qs)·

  ∫
s

0
(s-qτ)(β-1)‖f(τ,u(τ),(Tu)(τ),(Su)(τ))‖dqτdqs≤ ‖u

*‖tα-1

Γq(α) + 1+tα-1

Γq(α)Γq(β)
·

  ∫
∞

0
a(s)+b(s)(c1‖u(s)‖+c2‖Tu(s)‖+c3‖Su(s)‖)∫

s

0
(s-qτ)(β-1)dqτdqs≤

  ‖u
*‖tα-1

Γq(α) + 1+tα-1

Γq(α)Γq(β)
a*+b*(c1+c2k*+c3h*)∫

s

0
(s-qτ)(β-1)dqτ‖u‖[ ]F < ∞,

即 ‖(Au)(t)‖F=sup
t∈J

‖(Au)(t)‖
1+tα-1 < ∞,因此A∶C∞ →C∞.

2 主要结果及其证明

定理1 设P为全正则锥,满足假设(H1)和(H2),且r∶=
b*(c1+c2k*+c3h*)∫

s

0
(s-qτ)(β-1)dqτ

Γq(β)Γq(α) <

1,则在区间J上存在一个非减数列 u{ }n ⊂C∞ 一致收敛到极小解췍u,即边值问题(1)的任意解u(t)≥

췍u(t),∀t∈J,‖췍u‖F ≤ d
1-r

,其中d=Γq(β)‖u*‖F+a*

Γq(α)Γq(β)
.

证明  令u0(t)=θ,un(t)=Aun-1(t),n=1,2,3,…,其中

 un(t)=u*tα-1

Γq(α)+
∫

∞

0
G(t,qs)∫

s

0
(s-qτ)(β-1)f(τ,un-1(τ),(Tun-1)(τ),(Sun-1)(τ))dqτdqs

Γq(β)
. (7)
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由引理3知,un(t)∈C∞,所以un(t)≥0.根据G(t,qs)的非负性以及函数f的连续性,有

 θ=u0(t)≤u1(t)≤u2(t)≤ … ≤un(t)≤ …,t∈J. (8)

再利用迭代公式可得

 ‖un‖F=‖Aun-1‖F=sup
t∈J

‖Aun-1(t)‖
1+tα-1 ≤

  sup
t∈J

‖u*‖F

Γq(α)+ 1
Γq(β)Γq(α)

a*+b*(c1+c2k*+c3h*)∫
s

0
(s-qτ)(β-1)dqτ‖un-1‖[ ]{ }F ≤

  Γq(β)‖u*‖F+a*

Γq(α)Γq(β)
+r‖un-1‖F=d+r‖un-1‖F=d+r(d+r‖un-2‖F)≤

  d+r(d+r(d+r‖un-3‖F))≤ … ≤d1-rn-2

1-r +rn‖u0‖æ

è
ç

ö

ø
÷F .

当n→ ∞ 时,‖un‖F ≤ d
1-r

,n=1,2,3,….再由P 的全正则性知

 lim
n→∞

un(t)=췍u,t∈J. (9)

又由于C∞ 是非空闭凸集,所以췍u∈C∞,‖u‖F ≤ d
1-r.同理有f(s,u(s),(Tu)(s),(Su)(s))→f(s,

췍u(s),(T췍u)(s),(S췍u)(s)).因此,‖f(s,u(s),(Tu)(s),(Su)(s))-f(s,췍u(s),(T췍u)(s),(S췍u)(s))‖ ≤

2a(s)+2b(s)(c1+c2k*+c3h*) d
1-r

,s∈J,n=1,2,….当n→ ∞ 时,式(7)变为

 췍u(t)=u*tα-1

Γq(α)+
1
Γq(β)∫

∞

0
G(t,qs)∫

s

0
(s-qτ)(β-1)f(s,췍u(s),(T췍u)(s),(S췍u)(s))dqτdqs.

由引理1知,췍u是边值问题(1)的非负解.
下面证明췍u是边值问题(1)的极小解.设u(t)是边值问题(1)的任意解,由引理1知,u(t)≥θ=

u0(t),t∈J.假设u(t)≥un-1(t),t∈J,则由式(8)知u(t)≥un(t).当n→ ∞ 时,u(t)≥췍u(t),t∈
J,即췍u是边值问题(1)的极小解.证毕.

定理2 P 是全正规锥,且满足假设(H1)和(H2).假设存在函数w∈C∞ 满足:

 
Dα

qw(t)+f(t,w(t),Tw(t),Sw(t))=0;

w(0)=0,Dα-1
q w(∞)≥u*{ ,

(10)

则췍u是边值问题(1)的极小非负解,췍u∈C∞,췍u≤w(t),∀t∈J.
证明  由引理1知,

 w(t)≥u*tα-1

Γq(α)+
1
Γq(β)∫

∞

0
G(t,qs)∫

s

0
(s-qτ)(β-1)f(s,w)(s),(Tw)(s),(Sw)(s))dqτdqs.(11)

定义算子A:

 Aw(t)=u*tα-1

Γq(α)+
1
Γq(β)∫

∞

0
G(t,qs)∫

s

0
(s-qτ)(β-1)f(s,w(s),(Tw)(s),(Sw)(s))dqτdqs,t∈J.

则由式(11)有w(t)≥(Aw)(t),∀t∈J.令u0(t)=θ,un(t)=Aun-1(t),n=1,2,3,….类似定理1的

证明,可得θ=u0(t)≤u1(t)≤u2(t)≤ … ≤un(t)≤ …,t∈J.令u0(t)≤w(t),并假设对于 ∀t∈
J,un-1(t)≤w(t),则根据数学归纳法和式(9)有un(t)=(Aun-1)(t)≤ (Aw)(t)≤w(t),∀t∈J.再
由式(7)可得췍u(t)≤w(t),∀t∈J.故‖췍u(t)‖≤N‖w(t)‖,∀t∈J,其中N 是锥P 中的正规常数.
由定理1知,un(t{ })在区间J上一致收敛到极小解췍u(t).因此,췍u∈C∞ 是边值问题(1)的极小非负解.

4 算例

例1 考虑如下分数阶q 差分边值问题:
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D1
q(D3/2

q un(t))+ e-tun+1

5(1+t3/2)5+e
-2t 1+2un +u2n+1

2n+3(1+t3/2)3 +

  e-3t

10(1+t3/2)2 1+∫
t

0
e-(t+1)su2n(s)dq[ ]s

1/5

+ e-2t

2n+1(1+t3/2)∫
∞

0

un(s)
1+t+s2dq

é

ë
êê

ù

û
úús
1
3

=θ,t∈J;

x(0)=θ,D3/2
q un(t)=θ,D1/2

q un(t)=1n3

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï .

其中:k(t,s)=e-(t+1)s,h(t,s)=(1+t+s2)-1,u=(u1,…,un,…),v=(v1,…,vn,…),w=(w1,…,

wn,…),f=(f1,…,fn,…),θ=(0,…,0,…),u*={1,…,1n3
,…},

 fn(t,u,v,w)= e-tun+1

5(1+t3/2)5+
e-2t 1+2un +u2n+1

2n+3(1+t3/2)3 + e-3t

10(1+t3/2)2 1+∫
t

0
e-(t+1)sv2n(s)dq[ ]s

1/5

+

  e-2t

2n+1(1+t3/2)∫
∞

0

wn(s)
1+t+s2dq

é

ë
êê

ù

û
úús
1
3
,

证明  显然,f∈C(J×P×P×P,P),且θ,u*∈P,所以假设(H2)成立.注意到,

 k*=sup
t∈J∫

t

0
e-(t+1)sdqs=sup

t∈J

1-e-(t+1)t

t+1
dqs≤1,h*=sup

t∈J∫
∞

0

1
1+t+s2dqs≤ π2.

且当n→ ∞ 时,

 lim
t′→t∫

∞

0

1
1+t′+s2- 1

1+t+s2 dqs=lim
t′→t∫

∞

0

t′-t
(1+t′+s2)(1+t+s2)dqs=0,t′,t∈J.

对函数fn(t,u,v,w)进一步计算可得0≤fn(t,u,v,w)≤ e-tun+1

5(1+t3/2)5 +e
-2t(1+2un +u2n+1)
2n+3(1+t3/2)3 +

e-3t

10(1+t3/2)2
(1+15v2n

)+ e-2t

2n+1(1+t3/2)
(2
3+13wn)≤ e-2t

10(1+t3/2)+
e-t

(1+t3/2)
1
5un+1+ 1

2n+3un
é

ë
êê +

1
2n+4u2n+1+150v2n + 1

3×2n+2w
ù

û
úún ,故 ‖f(t,u,v,w)‖ ≤ e-2t

10(1+t3/2)+
e-t

(1+t3/2)
41
70‖u‖+150‖v‖
é

ë
êê +

1
12‖w ù

û
úú‖ ,a*=∫

∞

0
a(s)dqs=∫

∞

0

e-2s

10+s3/2dqs≤ 118
,b*=∫

∞

0
(1+s3/2)b(s)dqs=∫

∞

0
e-sdqs=1.由以上证

明知(H1)成立.另外,因r∶=
b*(c1+c2k*+c3h*)∫

s

0
(s-qτ)(β-1)dqτ

Γq(β)Γq(α) <0.73661<1,满足定理1的所

有条件,故边值问题在区间J上有极小解.
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