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有序树的计数及其应用

金应烈, 任俊丽
(南开大学 数学科学学院,天津300071)

摘要:利用分拆 组装算法,构造了含有k+1个内点的有序树与森林之间的双射,讨论了在某些参数限制条

件下的有序树的计数,并在建立RNA二级结构与非标号有序树之间的双射基础上,给出了满足一定参数条

件的RNA二级结构计数问题的显示闭公式.
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Enumerationfororderedtreesanditsapplications

JINYinglie, RENJunli
(SchoolofMathematicalSciences,NankaiUniversity,Tianjin300071,China)

Abstract:Wediscussestheenumerationoforderedtreesundertheparameterrestrictionsbythesplit-assembly
algorithm.FinallyweestablishabijectionbetweenRNAsecondarystructuresandorderedtrees,whichisused
toenumerateRNAsecondarystructuresundertheparameterrestrictions,andgivetheexplicitclosedformula.
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0 引言

RNA二级结构的计数问题是计算分子生物学中的研究课题之一,也是组合数学的一个新兴研究课

题.文献[1-6]研究了满足一定参数条件的RNA二级结构计数,但其结果大多只满足于不同参数条件下

的RNA二级结构计数的递推关系式、生成函数或近似估计值,而对完全显示闭公式研究得很少.文献

[7-8]利用不同的对合算法研究了含有k个内点的标号有序树的计数.本文利用标号有序树与森林的对

合,讨论含有k+1个内点和p个外层内点且外层内点的度不小于正整数m 的顶点数为n+1-k的非标

号有序树的计数,并给出端环长度不小于正整数m 的RNA二级结构计数的完全显示闭公式.在本文中

作如下规定:对于有序树T中的一个内点u,若u的所有子结点均为叶子点,则称u为外层内点;否则,称

u为内层内点.高度为1的标号有序树称为基本有序树.

1 非标号有序树的计数

定理1 设含有k+1个内点、顶点数为n+1-k的标号有序树T 组成的集合为A,由k+1个基

本有序树组成的顶点数为n+1的森林Fk+1 的集合为B,其中k+1个基本有序树的根结点标号在

{1,2,…,n+1-k}上,则A 与B 之间存在一个双射.
证明 首先,以集合A中的一个有序树T 构造集合B 中的一个森林Fk+1.为方便起见,称新增加的



 第2期 金应烈,等:有序树的计数及其应用

顶点vn+1-k+i(i=1,2,…,k)为星号点,记作v*
i .

1)在有序树T 的所有外层内点中,找出标号最小的外层内点vi;

2)从T 中移走一个以vi 作为根、儿子点作为叶子点的标号有序树,并且将其作为森林Fk+1 中的一

个基本有序树Ti,同时将T 中原来的顶点vi 重新标号为v*
i ;

3)重复以上过程,直至T 中除根结点以外的所有内点均成为基本有序树Ti(i=1,2,…,k)的根结

点为止.
由以上可得一个由k+1个基本有序树所构成的顶点数为n+1的森林Fk+1.
其次,以集合B 中的一个森林Fk+1 构造A 中的一个有序树T.

1)在森林Fk+1的所有不含星号叶子点的基本有序树中,找出根结点vj的标号j为最小的树T,并在

Fk+1 的所有含星号叶子点的基本有序树中,找出含有最小星号点v*
i 的树T*;

2)将树T 中的根结点vj 与T*中的v*
i 合并为一点,且令该点的标号为j;

3)重复以上过程,直至森林Fk+1 变为一个标号有序树.
由以上可证,集合A 与B 之间存在一个双射.
从上述的双射构造过程可知,在有序树T中若有p个外层内点,则在森林Fk+1中恰有每个根结点的

度不小于正整数m的p个基本有序树,且其叶子点均为非星号点,而其余内层内点所对应的基本有序树

的叶子点中至少含有1个星号点.
定理2 设顶点数为n+1-k的非标号有序树含有k+1个内点和p个外层内点,且外层内点的度

不小于正整数m,则满足条件的非标号有序树的个数为
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证明  当k=0时,根结点外的所有顶点均为叶子点,此时显然只有一个基本无序树.当k≥1时,

由定理1知,所求标号有序树T的个数与顶点数为n+1的森林Fk+1 的个数相等,其中Fk+1 中恰含有p
个度不小于正整数m且其叶子点均为非星号点的基本有序树.因此,若求满足定理条件的标号有序树T
的个数,只需求顶点数为n+1的森林Fk+1 的个数即可.

首先,对森林Fk+1中的无星号点的p个基本有序树的根结点和其余基本有序树的根结点进行标号,

其标号的方法数为
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其次,假设外层内点所对应的基本树的叶子点有q个,则pm ≤q≤n-2k,且对p个基本有序树的

叶子点进行标号的方法数为q!
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再次,将k个星号点进行排列后分给剩余的k+1-p个基本有序树的叶子点,然后将n-2k-q个

非星号点再进行排列后分给2k+1-p个位置上,其标号的方法数为
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由pm ≤q≤n-2k可知,标号森林Fk+1 的个数为
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由此知所求非标号有序树的个数为 1
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2 RNA二级结构的计数

引理1[3] 设在集合{1,2,…,n}上,具有k个碱基对且所有端环长度不小于正整数m 的RNA二级

结构的个数为 Hn(k),则有:
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下面讨论端环长度不小于正整数m 的RNA二级结构计数的完全显示闭公式.
定理3 设在集合{1,2,…,n}上含k个碱基对和p 个端环的RNA二级结构的集合为A,含有k+

1个内点、n-2k个叶子点和p 个外层内点的顶点数为n+1-k的有序树的集合为B,则在A 与B 之

间存在一个双射.
证明  首先,以集合A中的1个RNA二级结构S构造集合B 中的1个有序树T.令顶点u为树T

的根.

1)若(i,j)是S的一个碱基对,且其包含的结构为一个分支,则把点i作为u的儿子内点;若i为一

个外点,则将点i作为u 的叶子点,并按S中原来的左右顺序进行排列;

2)若i是u的儿子内点,则去掉碱基对(i,j),并按步骤1)把(i,j)内部的所有外点和分支作为顶点

i的儿子结点;

3)重复步骤2),直至考虑完所有的碱基对为止.
其次,以集合B 中的一个有序树T 构造集合A 中的一个RNA二级结构S.令T(u)为根结点u的

所有儿子结点的集合.

1)对 ∀v∈T(u),如果v为T 中的叶子点,则v在RNA二级结构中对应的点就是外点;如果v为

内点,则v对应的点就是RNA中的一个分支,并按照它们原来的左右顺序插入到RNA二级结构中;

  2)对T(u)中的内点p,将T(p)中的所有点

按照步骤1)均插入到(p,q)分支的内部;

3)重复步骤2),直至考虑完所有的顶点为止.
由以上可证,集合A 与B 之间存在一个双射.
由定理3可得RNA二级结构与非标号有序树

的对应关系,见表1.由表1和定理2可得定理4.

表1 RNA二级结构与非标号有序树的对应关系

  RNA二级结构  非标号有序树

 k个碱基对 含k+1个内点

 含n-2k个自由基 含n-2k个叶子点

 含p个端环 含p个外层内点

 端环长度为m 外层内点的度为m+1

  定理4 在集合{1,2,…,n}上,具有k个碱基对和p个端环且所有端环长度不小于正整数m 的

RNA二级结构的个数为
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推论1 在集合{1,2,…,n}上,具有k个碱基对且所有端环长度不小于正整数m 的RNA二级结构

的个数为

1,k=0;

1
k+1∑

k

p=1

k+1æ

è
ç

ö

ø
÷

p

k-1

p-

æ

è
ç

ö

ø
÷
1

n-pm
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

k
,k≥1

ì

î

í

ï
ï

ïï .

注 推论1的结论就是引理1递推关系式的完全显示闭公式.
(下转第188页)

611



延边大学学报(自然科学版) 第45卷  

图7 泡沫铝复合板与诺美克斯蜂窝板的隔声量对比

3 结论

将泡沫铝复合板的隔声量与胶合板和诺美克

斯蜂窝的隔音量进行了对比,结果表明泡沫铝复

合板的隔音性能优于这两种材料,且泡沫铝复合

板的隔声性能随着面密度和厚度的增加而增强.
本文所得结果可以为泡沫铝复合板的隔声应用提

供参考.本文在实验中没有考虑泡沫铝孔隙的大

小对隔声量的影响,今后将进一步研究泡沫铝孔

隙大小对隔声性能的影响.

参考文献:
[1] YANGDonghui,YANGShangrun,WANG Hui,

etal.CompressivepropertiesofcellularMgfoams
fabricatedbymelt-foamingmethod[J].Materials
ScienceandEngineering,2010,A527(21):5405-
5409.

[2] 黄小清,刘逸平,汤立群,等.基于相对即时密度的

泡沫铝材料力学性能研究[J].实验力学,2004,19
(2):170.

[3] 王耀琦.多层泡沫铝填充胀环复合机构缓冲特性研

究[D].太原:中北大学,2018.
[4] 陈明营,纪箴,贾成厂,等.泡沫铝及其复合材料的

研究进展[J].粉末冶金技术,2019,37(1):68-73.
[5] 薛涛.多孔金属材料泡沫铝的发展[J].机械工程材

料,1992(1):4-6.
[6] 姜燕坡,白国锋,隋富生,等.多层复合材料的声学

性能研究[J].环境工程,2012(S1):211-213.
[7] 声学 建筑和建筑构件隔声测量第3部分:建筑构件

空气声隔声的实验室测量:GB/T19889.3—2005
[S].北京:中国标准出版社,

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

2006.

(上接第116页)

参考文献:
[1] WATERMANMS.CombinatoricsofRNAhairpinsandcloverleaves[J].StudiesinAppliedMathematics,1978,

60:91-96.
[2] SCHMITTWR,WATERMANMS.LineartreesandRNAsecondarystructures[J].DiscreteAppliedMathemat-

ics,1994,51:317-323.
[3] HOFACKERIL,SCHUSTERP,STADLERPF.CombinatoricsofRNAsecondarystructure[J].DiscreteAp-

pliedMathematics,1998,88:207-237.
[4] LIAOB,WANGTM.GeneralcombinatoricsofRNAsecondarystructures[J].MathematicalBiosciences,2004,

191:69-81.
[5] WANGW W,ZHANGM,WANGTM.AsymptoticenumerationofRNAsecondarystructure[J].JMathAnal

Appl,2008,342:514-523.
[6] CLOTEP.CombinatoricsofsaturatedsecondarystructuresofRNA[J].JournalofComputationalBiology,2006,

13:1640-1657.
[7] CHENWYC.Ageneralbijectivealgorithmfortrees[J].ProcNatlAcadSciUSA,1990,87(24):9635-9639.
[8] LIUCL,WANGZH.Abijectionbetweenorderedtreesandbicolouredorderedtrees[J].DiscreteMathematics,

2009,309:1417-1421.

881


