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摘要:计算了Dykin图为An 的李代数的正根系上同调的一些非零直和项.首先列出了R6的全部权子复形,然
后利用链同构关系的相关定理对权子复形进行了分类.最后通过对分类权子空间秩的计算,得出了R6 的模3
系数的上同调的所有非零直和项.本文的研究结果补充了文献[4]的相关结论.
关键词:May谱序列;上同调;稳定同伦群

中图分类号:O154     文献标识码:A

DirectsumsummandofMayspectralsequence

GAOShan1, ZHONGLinan2*

(1.TaiyuanInstituteofTechnology,Taiyuan030008,China;

2.CollegeofScience,YanbianUniversity,Yanji133002,China)

Abstract:Inthispaper,wecomputesomenon-zerodirectsumsummandofthecohomologyofthepositive
systemoftheLiealgebrawithDynkingraph.FirstwelistalloftheweightsubcomplexesofR6areestab-
lished,thentheroemsaboutchainisomorphismareusedtoclassifythisweightsubcomplexes.Finally,

throughthecalculationoftherankoftheweightsubcomplexes,allofthenonzerodirectsumsummandofthe
cohomologyofR6areobtained.Theresearchresultssupplementtherelatedresultsoftheliterature[4].
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0 引言

球面稳定同伦群的计算是代数拓扑的一个重要问题.目前,球面稳定同伦群的计算方法主要是利用

经典Adams谱序列.经典Adams谱序列的E2 项是Steenrod代数[1]的上同调.Steenrod代数的上同调

的计算可由 May谱序列的逼近来完成,因此又可利用 May谱序列来计算经典Adams谱序列.复数域

上紧致半单李代数的分类可由相关李代数的Dynkin图的分类确定,对于Dykin图为An的李代数的正

根系Gn,它的模p系数上同调群在代数拓扑中直接为May谱序列的一个直和项.文献[2]给出了如下定

理:设Dynkin图为An的李代数的正根系为Gn,基为 ei,j,0≤i<j≤{ }n ,李代数的运算定义为:

 es,t,em,[ ]n =

es,n,若t=m;

-et,m,若s=n;

0,其他情况

ì

î

í

ï
ï

ïï .

Gn的上同调为上链复形(Rn,d)的上同调,其中Rn 为外代数 ei,j,0≤i<j≤{ }n ,dei,j =∑
j-1

s=i+1
ei,ses,j

(dei,i+1=0).需要注意的是,上述ei,j 在 May谱序列中记作hj-1,i.May谱序列的第2个谱序列的E1 项
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作为代数等于E(hi,j|n=1,2,…;j=0,1,…)췍P(bn,j n=1,2,…;j=0,1,…)췍P(am|m=0,1,

…)[3],其中E 表示外代数,P 表示多项式.在以上复形中,由hi,j 生成的子复形的上同调群即为Gn的上

同调群,它为E1 项的一个直和分量群.本文在文献[4]的研究基础上,通过直接计算权子复形秩和在权

子复形上构造谱序列,得出 H*(R6,Z3)中全部可能的非零直和项以及 H*(R6,Z3)中的某些可能非零

直和项的上同调.

1 预备知识

定义1[5] 令Rn,n=1,2,…为形如 ai,[ ]j =

a0,1 a0,2 a0,3 … a0,n
a1,2 a1,3 … a1,n

a2,3 … a2,n
… …

an-1,
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的上三角矩阵所组成的

集合,其中ai,j=0或者1,称(i0,i1,…,in)为上三角矩阵 ai,[ ]j ∈Rn 的权,is=∑
s-1

k=0

(1-ak,s)+∑
n

k=s+1
as,k,

s=0,1,…,n.
定义2[5] Rn 中权为(i0,i1,…,in)的所有基元素生成的子空间称为权子空间R(i0,i1,…,in).
性质1[2] 权子空间满足以下性质:

1)若(j0,j1,…,jn)为(i0,i1,…,in)的一个重新排列,则R(j0,j1,…,jn)和R(i0,i1,…,in)作为线

性空间的维数相等.
2)由链复形Rn 到自身的反射同构导出:

 dimH*(R(i0,i1,…,in))=dimH*(R(n-in,n-in-1,…,n-i0)).
3)由链复形Rn 到自身的对偶同构导出:

 dimH*(R(i0,i1,…,in))=dimH*(R(n-i0,n-i1,…,n-in)).

4)由链复形Rn 到自身的旋转同构导出:dimH*(R(i0,i1,…,in))=dimH*(R(i1,…,in,i0)).
定理1[2] 对于m,n≥0,权(k0,…,km+1)称为可约的,如果它为(i0,…,im,j0+m+1,j1+m+1,

…,jn +m+1)的一个置换且保持子序列(i0,…,im)和(j0+m+1,j1+m+1,…,jn+m+1)的顺序

不变,则有以下权子复形的链同构:

 R(i0,…,im,j0+m+1,j1+m+1,…,jn +m+1)≅R(i0,i1,…,im)×R(j0,j1,…,jn).
特别地,当m=0和n=0时,有:

 R(j0+1,…,jk-1+1,0,jk+1,…,jn +1)≅R(j0,j1,…,jk-1,jk,…,jn),

 R(i0,…,ik-1,m+1,ik,…,im)≅R(i0,…,ik-1,ik,…,im).
定理2[4] 在(R4,d)中,如果(j0,j1,j2,j3,j4)为(0,1,2,3,4)的一个排列,则:

 dimH*(R(j0,j1,j2,j3,j4))=1;

 dimH*(R(2,1,3,1,3))=dimH*(R(1,2,3,1,3))=dimH*(R(1,3,2,1,3))=
  dimH*(R(1,3,1,2,3))=dimH*(R(3,1,3,1,2))=dimH*(R(2,3,1,3,1))=
  dimH*(R(3,2,1,3,1))=dimH*(R(3,1,2,3,1))=dimH*(R(3,1,3,2,1))=
  dimH*(R(3,1,3,1,2))=2;

其他情况的上同调群为0.
定理3[6] 在(R5,d)中,

 dimH*(R(j0,j1,j2,j3,j4,5))=dimH*(R(j0,j1,j2,j3,j4));

 dimH*(R(0,j1,j2,j3,j4,j5))=dimH*(R(j1-1,j2-1,j3-1,j4-1,j5-1));
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 dimH*(R(1,2,3,2,3,4))=dimH*(R(2,1,3,2,3,4))=dimH*(R(2,3,1,2,3,4))=
  dimH*(R(2,3,2,1,3,4))=dimH*(R(2,3,2,3,1,4))=dimH*(R(1,3,2,3,2,4))=
  dimH*(R(3,1,2,3,2,4))=dimH*(R(3,2,1,3,2,4))=dimH*(R(3,2,3,1,2,4))=
  dimH*(R(3,2,3,2,1,4))=2;

 dimH*(R(2,3,1,3,2,4))=4;
其他情况的上同调群为0.

本文讨论的是R6的模3系数上同调,即H*(R6,Z3).要计算R6的模3系数上同调,只需计算它的全

部权子复形R(i0,i1,i2,i3,i4,i5,i6)的上同调即可.由性质1可知,只需求满足i6为in(n=0,1,2,3,4,5,

6)中的最大值的权子复形的上同调即可.

2 主要结果及其证明

定理4 H*(R6,Z3)中的直和项可能不为零的情况如下:

1)H*(R(i0,i1,i2,i3,i4,i5,i6)),其中(i0,i1,i2,i3,i4,i5,i6)为下列数组的任意排列(1,1,1,4,4,5,

5),(1,1,3,3,3,5,5),(1,1,2,4,4,4,5),(1,2,3,3,3,4,5),(1,2,2,4,4,4,4),(2,2,3,3,3,4,4);

2)(i0,i1,i2,i3,i4,i5,6),其中 H*(i0,i1,i2,i3,i4,i5)不为零;

3)(i0,i1,i2,i3,i4,i5,0),其中 H*(i0-1,i1-1,i2-1,i3-1,i4-1,i5-1)≠0.
证明  权子复形可按i6 的不同情况分为以下3类:

I)i6=6.由定理1可知权(i0,i1,i2,i3,i4,i5,i6)可约:H*(R(i0,i1,i2,i3,i4,i5,6))≅H*(R(i0,i1,

i2,i3,i4,i5)),而定理3已经给出了(R5,d)的权子复形的上同调.
II)i6=5,有以下2种情况:①i0,i1,i2,i3,i4,i5 中最小为0,不妨设i0=0,则权可约,由定理1知

H*(R(i0,i1,i2,i3,i4,i5,5))≅H*(R(i1-1,i2-1,i3-1,i4-1,i5-1,4)).② 其余情形如表1所示.

表1 i6 =5时的权子复形的上同调

(i0,i1,i2,i3,i4,i5)
是下列数组的任意排列

r(R(i0,i1,i2,i3,i4,i5,i6))
的值

r(R(i0,i1,i2,i3,i4,i5,i6))
与3的整除关系 H*(R(i0,i1,i2,i3,i4,i5,i6))

 (1,1,1,3,5,5) 2     不整除    等于零

 (1,1,2,2,5,5) 4     不整除    等于零

 (1,1,1,4,4,5) 3     整除    可能不为零

 (1,1,2,3,4,5) 5     不整除    等于零

 (1,2,2,2,4,5) 7     不整除    等于零

 (1,1,3,3,3,5) 6     整除    可能不为零

 (1,2,2,3,3,5) 7     不整除    等于零

 (2,2,2,2,3,5) 5     不整除    等于零

 (1,1,2,4,4,4) 6     整除    可能不为零

 (1,1,3,3,4,4) 7     不整除    等于零

 (1,2,2,3,4,4) 8     不整除    等于零

 (1,1,1,3,5,5) 2     不整除    等于零

 (2,2,2,2,4,4) 10     不整除    等于零

 (1,2,3,3,3,4) 9     整除    可能不为零

 (2,2,2,3,3,4) 10     不整除    等于零

 (1,3,3,3,3,3) 10     不整除    等于零

 (2,2,3,3,3,3) 11     不整除    等于零

III)i6=4,有以下2种情况:①i0,i1,i2,i3,i4,i5 中最小为0,不妨设i0=0,则权可约,由定理1知,

H*(R(i0,i1,i2,i3,i4,i5,4))≅H*(R(i1-1,i2-1,i3-1,i4-1,i5-1,3)).② 其余情形如表2所示.
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表2 i6 =4时的权子复形的上同调

(i0,i1,i2,i3,i4,i5)
是下列数组的任意排列

r(R(i0,i1,i2,i3,i4,i5,i6))
的值

r(R(i0,i1,i2,i3,i4,i5,i6))
与3的整除关系 H*(R(i0,i1,i2,i3,i4,i5,i6))

 (1,1,3,4,4,4) 8     不整除    等于零

 (1,2,2,4,4,4) 9     整除    可能不为零

 (1,2,3,3,4,4) 10     不整除    等于零

 (2,2,2,3,4,4) 11     不整除    等于零

 (2,2,3,3,3,4) 12     整除    可能不为零

 (3,3,3,3,3,3) 10     不整除    等于零

综上,定理4所述结论成立.
以下用谱序列的方法求 H*(R6,Z3)中的一些直和项的上同调.
定理5 H*(R(i0,i1,i2,i3,i4,i5,i6))=0,其中(i0,i1,i2,i3,i4,i5,i6)为(1,1,1,4,4,5,5),(1,2,2,

4,4,4)的任意排列.
证明 由定义1知,R(1,1,1,4,4,5,5)中的所有上三角矩阵满足第6列中只有1个元素为1.令Ai

为权子复形中由所有满足以下条件的上三角矩阵 ai,[ ]j 生成的子复形,其中 ai,[ ]j 满足第6列为1的元

素是aj,6,j≤i(i=1,2,3,4,5,6),则A1 ⊂A2 ⊂A3 ⊂A4⊂A5⊂A6 是R(1,1,1,4,4,5,5)的一个

滤子.该滤子确定一个谱序列,其E2 项为:

 Es,*
2 ≅H*(As/As-1),s≥2;

 E6,*
2 ≅H*(A6/A5)=H*(R(0,1,1,4,4,5))=0;

 E5,*
2 ≅H*(A5/A4)=H*(R(1,0,1,4,4,5))=0;

 E4,*
2 ≅H*(A4/A3)=H*(R(1,1,0,4,4,5))=0;

 E3,*
2 ≅H*(A3/A2)=H*(R(1,1,1,3,4,5))=0;

 Es,*
2 ≅H*(A2/A1)=H*(R(1,1,1,4,3,5))=0;

 Es,*
2 ≅H*(A1)=H*(R(1,1,1,4,4,4))=0.

由此可知,H*(R(1,1,1,4,4,5,5))=0.同理,当(i0,i1,i2,i3,i4,i5,i6)为(1,1,1,4,4,5,5),(1,2,2,4,

4,4)的任意排列时,H*(R(i0,i1,i2,i3,i4,i5,i6))=0.
定理6 dimH*(R(1,1,3,3,3,5,5))=2.
证明 R(1,1,3,3,3,5,5)中的所有上三角矩阵满足第6列中只有一个元素为1.令Ai 为权子复形

中由所有满足以下条件的上三角矩阵 ai,[ ]j 生成的子复形,其中 ai,[ ]j 满足第6列为1的元素是aj,6,

j≤i(i=1,2,3,4,5,6),则A1 ⊂A2⊂A3⊂A4⊂A5⊂A6 是R(1,1,3,3,3,5,5)的一个滤子.该滤

子确定一个谱序列,其E2 项为:

 Es,*
2 ≅H*(As/As-1),s≥2;

 E6,*
2 ≅H*(A6/A5)=H*(R(0,2,3,3,3,4))=0;

 E5,*
2 ≅H*(A5/A4)=H*(R(1,1,3,3,3,4))=0;

 E4,*
2 ≅H*(A4/A3)=H*(R(1,2,2,3,3,4))=0;

 E3,*
2 ≅H*(A3/A2)=H*(R(1,2,3,2,3,4))≅Z3 췍Z3;

 Es,*
2 ≅H*(A2/A1)=H*(R(1,2,3,3,2,4))=0;

 Es,*
2 ≅H*(A1)=H*(R(1,2,3,3,3,3))=0.

以上谱序列由于只有一项不为零,因此满足d2=0.由此可知E*,*
∞ ≅E*,*

2 ≅Z3 췍Z3,所以

 dimH*(R(1,1,3,3,3,5,5))=2.
(下转第63页)
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速地访问非结构化数据.在研究中,本文仅对非结

构化数据进行了动态访问策略的研究,而对于有

实时性要求的场景未能进行研究,因此今后我们

将考虑基于时间自动机的实时系统应用的研究.

参考文献:
[1] ITANIW,KAYSSIA,CHEHABA.Privacyasa

Service:Privacy-AwareDataStorageandProcess-
inginCloudComputingArchitectures[C]//The8th
IEEEInternationalSymposiumonDependable,Au-
tonomicandSecureComputing.WashingtonDC,

USA:IEEEComputerSociety,2009:711-716.
[2] CREESES,HOPKINISP,PEARSONS.Data

Protection-AwareDesignforCloudServices[M].
Germany:SpringerBerlinHeidelberg,2014.

[3] PARAKH A,KAKS.Spaceefficientsecretsha-
ringforimplicitdatasecurity[J].InformationSci-
ence,2011,181(2):335-341.

[4] CATELANOD.Paillier’sCryptosystemRevisited

[C]//InProceedingsofthe8thACMconferenceon
ComputerandCommunicationsSecurity.Philadel-
phia,PA,USA:AssociationforComputing Ma-
chinery,2001:206-214.

[5] BENDLINR,DAMGARDI.Semi-Homomorphic
Encryption and Multiparty Computation [M].
Mrmany:SpringerBerlin Heidelberg,2011:302-
310.

[6] GENTRY C.A FullyHomomorphicEncryption
Scheme[D].Virginia:StandfordUniversity,2009:

120-131.
[7] 王杰,陈志刚,钱漫匀,等.面向云隐私保护的5A问

责制协议设计[J].南京邮电大学学报(自然科学

版),2018,38(6):68-76.
[8] 刘莎,谭良.Hadoop云平台中基于信任的访问控制

模型[J].计算机科学,2014,41(5):155-163.
[9] 张敬伦,张永生,高丽琴.基于内网数据安全防护引

擎的安全架构设计[J].通信技术,2017,50(1):158-

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

161.

(上接第14页)

参考文献:
[1] ADAMSJF.OnthestructureandapplicationoftheSteenrodalgebra[J].MathHelv,1958,32:180-247.
[2] ZHENGQibing.Graphsandthe(co)homologyofLiealgebras[EB/OL].(2011-07-01)[2012-12-11].http:arxiv.

org/abs/1107.0235.
[3] MAYJP.ThecohomologyofrestrictedLiealgebrasandofHopfalgebras[J].JournalofAlgebra,1966(3):123-

145.
[4] 陆俊杰.关于 May谱序列E2 项的若干结果[D].天津:南开大学,2007.
[5] DWYERWG.Homologyofintegralupper-triangularmatrices[J].ProceedingsoftheAmericanMathematicalSo-

ciety,1985,94:523-528.
[6] 高姗.May谱序列某些直和项上同调的计算[J].南开大学学报(自然科学版),2013,46(5):29-36.

36


