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摘要:考虑带有Robin边界条件的分数阶q 差分方程CDα
qu(t)+X(t)u(t)=0(0<t<1)所满足的Lyapunov

型不等式.首先利用Robin边界条件得到该方程解的表达式,然后通过分析格林函数得到格林函数的估值,进
而得到了该方程相应的Lyapunov型不等式.
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Abstract:WeconsidertheLyapunovtypeinequalitiessatisfiedbythefractionalq-differenceequationCDα
qu(t)+

X(t)u(t)=0(0<t<1)withRobinboundaryconditions.TheRobinboundaryconditionsareusedtogetthe
expressionsofsolutionfortheequation.ByanalyzingGreen’sfunction,wegettheestimateoftheGreen’s
function.FurtherthecorrespondingLyapunovtypeinequalitiesareobtained.
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0 引言

Lyapunov在文献[1]中提出了经典的Lyapunov型不等式,即若微分方程u″(t)+X(t)u(t)=0
(X(t)是[a,b]上的连续函数)存在满足条件u(a)=u(b)=0的非平凡解u(t),则不等式(b-a)·

∫
b

a
X(t)dt>4成立.此后,很多学者对该型不等式进行了研究.例如:2013年,R.A.C.Ferreira在文

献[2]中,根据Riemann-Liouville分数阶导数,得出一个Lyapunov型不等式.即对于边值问题:

 
aDαu(t)+X(t)u(t)=0,a<t<b,1<α≤2;

u(a)=u(b)=0{ ,

其中aDα 为阶数为α的Riemann-Liouville分数阶导数,若该方程存在非平凡解u(t),则有∫
b

a
X(t)dt>

Γ(α) 4
b-
æ

è
ç

ö

ø
÷

a
α-1

.2014年,R.A.C.Ferreira在文献[3]中给出了另一类Lyapunov型不等式.即对于

Captuo型分数阶边值问题:
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C
aDαu(t)+X(t)u(t)=0,a<t<b,1<α≤2;

u(a)=u(b)=0{ ,

其中C
aDα 为次数为α 的 Caputo型分数阶导数,若该方程存在非平凡解u(t),则有∫

b

a
X(t)dt>

Γ(α)αα

(α-1)(b-a[ ])α-1.受上述研究结果启发,本文讨论带有Robin边界条件的分数阶q 差分方程:

 
CDα

qu(t)+X(t)u(t)=0,0<t<1;

u(0)-Dqu(0)=u(1)+Dqu(1)=0{ .
(*)

这里1<α≤2,q∈[0,1),f∶[0,1]→R是连续函数.

1 预备知识

定义1[4] f在[a,b]上连续,q∈[0,1),定义f(t)一阶q 差分为

 aDqf(t)=f(t)-fqt+(1-q)( )a
(1-q)(t-a)

,t≠a.

其中aDqf(a)=lim
t→a

tkDqf(t).显然,如果f在(a,b)上可微,则lim
q→1-

aDqf(t)=f′(t),t∈(a,b).同样,0阶

q 差分和n 阶q 差分定义为aD0
qf(t)=f(t),aDn

qf(t)=aDq aDn-1
q( )f (t).

定义2[5-6] 令q∈[0,1),a∈R,对于r∈R,定义[r]q=1-qr

1-q
.

定义3[5-6] 当n∈N:0,1,2{ },… ,x,y∈R,定义q 类幂函数(x-y)(n)a 为

 (x-y)(n)a =∏
n-1

i=0

(x-a)-(y-a)q( )i ,n∈N,(x,y)∈R2.

一般地,当n∈R时,(x-y)(n)a =(x-a)n∏
∞

i=0

(x-a)-qi(y-a)
(x-a)-qi+n(y-a).

当n=0时,(x-y)(0)a =1.

如果y=0,n>0,那么x(n)=xn,同时0(n)=0.
定义4[6] f 在[a,b]上连续,对任意的α>0,Riemann-Liouville型的分数阶q 积分定义为

aIα
q( )f (t)= 1

Γq(α)∫
t

0
t-(qs+(1-q)a( )) (α-1)

a f(s)adqs.规定 0I0q( )f (t)=f(t),t∈[a,b].

性质1 对于任意的t,s∈[a,b],下列等式成立:

1)a(t-s[ ]) (α)=aα(t-s)(α).
2)t aDq(t-s)(α)( )a =[α]q(t-s)(α-1)a .
3)s aDq(t-s)(α)( )a =-[α]qt-(qs+(1-q)a( )) (α-1)

a .

4)xDq∫
x

0
f(x,t)dq( )t (x)=∫

x

0
xDqf(x,t)dqt+f(qx,x).

引理1 已知f在[a,b]上连续,假设对于任意的q∈[0,1),有aDqf(t)≤0(aDqf(t)≥0),a<
t≤b,则f是递增函数.

证明  令(x,y)∈[a,b]×[a,b]且x<y,q=x-a
y-a

,则对于q∈[0,1),有

 aDqf(y)=f(y)-f(qy+(1-q)a)
(1-q)(y-a) =f(y)-f(x)

y-x ≤0.

由此得出f(y)≤f(x),引理1得证.
引理2[7] f和g 是[a,b]上的连续函数,则:

1)f≤g⇒∫
b

a
f(s)adqs≤∫

b

a
g(s)adqs,

2)∫
b

a
f(s)adqs ≤∫

b

a
f(s)adqs.
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引理3 当x≠a时,式(x-y)(n)a =(x-a)n 1-y-a
x-

æ

è
ç

ö

ø
÷

a
(n)

成立.

证明 因为 1-y-a
x-

æ

è
ç

ö

ø
÷

a
(n)

=∏
∞

i=0

1-qiy-a
x-a

1-qi+ny-a
x-a

=∏
∞

i=0

(x-a)-qi(y-a)
(x-a)-qi+n(y-a)=

(x-y)(n)a

(x-a)n
,所以引

理3得证.
引理4[8] f在[a,b]上连续,p为正整数,对于任意的α≥0,[a,b]上的Caputo型分数阶q 差分

满足aIα
q
C
aDα

qf(t)=f(t)-∑
α-1

i=0

(t-a)k
Γq(k+1)aDk

qf(a),t∈[a,b].

2 主要结果及其证明

为方便引入如下记号:

 h1(t,s)=1+t- 3(t-qs)(α-1)
(1-qs)(α-1)+[α-1]q(1-qs)(α-2)

,

 h2(t,s)=1+t. (1)

引理5 u∈C 0,[ ]1 是问题(*)的解,当且仅当u满足u(t)=∫
1

0
G(t,s)X(s)u(s)dqs,其中:

 G(t,s)=
(1-qs)(α-2)(1-qα-1s+[α-1]q)

3Γq(α)
H(t,s); (2)

 H(t,s)=
h1(t,s),0≤s≤t≤1;

h2(t,s),0≤t≤s≤1{ .
(3)

证明  由引理4及定义4,得u(t)=-∫
t

0

(t-qs)(α-1)
Γq(α)

X(s)u(s)dqs+C1+C2t,其中C1 和C2 是常

数.故有u(0)=C1,u(1)= -∫
1

0

(1-qs)(α-1)
Γq(α)

X(s)u(s)dqs+C1+C2.因为Dqu(t)= -DqIα
q(X(t)u(t))+

C2=-Iα-1
q (X(t)u(t))+C2 =-∫

t

0

(t-qs)(α-2)
Γq(α-1)

X(s)u(s)dqs+C2,故 有 Dqu(0)=C2,Dqu(1)=

-∫
1

0

(1-qs)(α-2)
Γq(α-1)

X(s)u(s)dqs+C2.由边界条件u(0)-u′(0)=u(1)+u′(1)=0,可得

 
C1=C2,

-∫
1

0

(1-qs)(α-1)
Γq(α)

X(s)u(s)dqs+C1+C2-∫
1

0

(1-qs)(α-2)
Γq(α-1)

X(s)u(s)dqs+C2=0

ì

î

í

ïï

ïï ,

故C1=C2=13∫
1

0

(1-qs)(α-1)
Γq(α) +

(1-qs)(α-2)
Γq(α-1

é

ë
êê

ù

û
úú) X(s)u(s)dqs.因此有

 u(t)=-∫
t

0

(t-qs)(α-1)
Γq(α)

X(s)u(s)dqs+1+t
3∫

1

0

(1-qs)(α-1)
Γq(α) +

(1-qs)(α-2)
Γq(α-1

é

ë
êê

ù

û
úú) X(s)u(s)dqs=

 ∫
1

0

1+t
3

(1-qs)(α-1)
Γq(α) +

(1-qs)(α-2)
Γq(α-1

æ

è
ç

ö

ø
÷

) -
(t-qs)(α-1)
Γq(α

é

ë
êê

ù

û
úú) X(s)u(s)dqs-∫

1

t

(t-qs)(α-1)
Γq(α)

X(s)u(s)dqs.

当s <t 时,∫
1

t

(t-qs)(α-1)
Γq(α)

X(s)u(s)dqs =0;当 s ≥t 时,-∫
1

0

(t-qs)(α-1)
Γq(α)

X(s)u(s)dqs =-

∫
t

0

(t-qs)(α-1)
Γq(α)

X(s)u(s)dqs+∫
1

t

(t-qs)(α-1)
Γq(α)

X(s)u(s)dq
é

ë
êê

ù

û
úús =-∫

1

t

(t-qs)(α-1)
Γq(α)

X(s)u(s)dqs,即

 ∫
1

0

(t-qs)(α-1)
Γq(α)

X(s)u(s)dqs=∫
1

t

(t-qs)(α-1)
Γq(α)

X(s)u(s)dqs.

因此

 u(t)=∫
1

0

1+t
3

(1-qs)(α-1)
Γq(α) +

(1-qs)(α-2)
Γq(α-1

æ

è
ç

ö

ø
÷

) -
(t-qs)(α-1)
Γq(α

é

ë
êê

ù

û
úú) X(s)u(s)dqs=

8
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  ∫
1

0

(1-qs)(α-2)
3Γq(α)

(1+t)(1-sqα-1+[α-1]q)-3
(t-qs)(α-1)
(1-qs)(α-2

é

ë
êê

ù

û
úú) X(s)u(s)dqs=

 ∫
1

0

(1-qs)(α-2)(1-sqα-1+[α-1]q)
3Γq(α)

(1+t)- 3(t-qs)(α-1)
(1-sqα-1+[α-1]q)(1-qs)(α-2

é

ë
êê

ù

û
úú) X(s)u(s)dqs=

 ∫
1

0

(1-qs)(α-2)(1-sqα-1+[α-1]q)
3Γq(α)

(1+t)- 3(t-qs)(α-1)
(1-qs)(α-1)+[α-1]q(1-qs)(α-2

é

ë
êê

ù

û
úú) X(s)u(s)dqs.

引理5得证.
引理6 对于任意的(t,s)∈[0,1]×(0,1),下式成立:

 H(t,s)≤ max2,q-qα-1

qα-1-1+{ }1 . (4)

证明  1)显然,当0≤t≤s≤1时,有0≤h2(t,s)≤2.

2)当0≤s≤t≤1时,因为h1(t,s)=1+t- 3(t-qs)(α-1)
(1-qs)(α-1)+[α-1]q(1-qs)(α-2)

,所以由性质1

可得tDqh1(t,s)=1- 3[α-1]q(t-qs)(α-2)
(1-qs)(α-1)+[α-1]q(1-qs)(α-2)

.

下面证明 tDqh1(t,s[ ])t→s+ <0,即:

 (1-qs)(α-1)+[α-1]q(1-qs)(α-2)<3[α-1]q(s-qs)(α-2),

 (1-qs)(α-1)<3[α-1]qsα-2(1-q)(α-2)-[α-1]q(1-qs)(α-2). (5)
因为(1-qs)(α-1)关于s递减,故有(1-q)(α-1)≤ (1-qs)(α-1)≤1.又因为(1-qs)(α-2)关于s递增,故
有1≤ (1-qs)(α-2)≤ (1-q)(α-2).若使式(5)成立,只要满足下式即可:

 1<3[α-1]qsα-2(1-q)(α-2)-[α-1]q(1-q)(α-2).
又因为sα-2 关于s递增,故有sα-2 ≥1.因此,若使式(5)成立,需满足下式:

 1<3[α-1]q(1-q)(α-2)-[α-1]q(1-q)(α-2)=2[α-1]q(1-q)(α-2)=

  21-qα-1

1-q ∏
∞

i=0

1-qi+1

1-qi+α-1=2∏
∞

i=0

1-qi+2

1-qi+α.

由于α∈(1,2],q∈(0,1),因此qi+2<qi+α,1-qi+2

1-qi+α >1,即式(5)成立.由此可知 tDqh1(t,s[ ])t→s+ ∈

(-∞,0].
固定区间(0,1)上的点s.当t∈[s,1]时,有

 tDqh1(t,s)t=1=1- 3[α-1]q(1-qs)(α-2)
(1-qs)(α-1)+[α-1]q(1-qs)(α-2)=

1- 3[α-1]q
1-qα-1s+[α-1]q

.

令a*=(1-2[α-1]q)q1-α,以下分两种情况讨论.
(Ⅰ)如果a*≤0,则1-2[α-1]q ≤0⇔1+q-2qα-1 ≥0且

 tDqh1(t,s)t=1=1- 3[α-1]q
1-qα-1s+[α-1]q

=
(1-2[α-1]q)-qα-1s
1-qα-1s+[α-1]q

≤

  -qα-1s
1-qα-1s+[α-1]q

≤0,s∈(0,1).

因为-(t-qs)(α-2)关于t是增函数,所以tDqh1(t,s)=1- 3[α-1]q(t-qs)(α-2)
(1-qs)(α-1)+[α-1]q(1-qs)(α-2)≤

1-

3[α-1]q
1-qα-1s+[α-1]q

=tDqh1(t,s)t=1≤0,s≤t.因此h1(1,s)=2- 3(1-qs)(α-1)
(1-qs)(α-1)+[α-1]q(1-qs)(α-2)≤

h1(t,s)≤h1(s,s)≤2.由1-2[α-1]q ≤0可得h1(1,s)=2- 3(1-qs)(α-1)
(1-qs)(α-1)+[α-1]q(1-qs)(α-2)=

(2[α-1]q-1)+qα-1s
1-qα-1s+[α-1]q

≥ qα-1s
1-qα-1s+[α-1]q

≥0.因此0≤h1(t,s)≤2.

(Ⅱ)如果0<a*≤1,则有以下两种情况:

9
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i)若a*≤s<1,有1-2[α-1]q ≤qα-1s,且

 tDqh1(t,s)t=1=1- 3[α-1]q
1-qα-1s+[α-1]q

=
(1-2[α-1]q)-qα-1s
1-qα-1s+[α-1]q

≤0.

同理,可以得出h1(1,s)≤h1(t,s)≤h1(s,s)≤2.由1-2[α-1]q ≤qα-1s得

 2(1-qα-1s+[α-1]q)-3(1-qα-1s)=qα-1s-(1-2[α-1]q)≥qα-1s-qα-1s=0,
即h1(1,s)≥0.因此0≤h1(t,s)≤2.
ii)若0<s<a*,有1-2[α-1]q ≥qα-1s,且

 tDqh1(t,s)t=1=1- 3[α-1]q
1-qα-1s+[α-1]q

=
(1-2[α-1]q)-qα-1s
1-qα-1s+[α-1]q

≥0.

因此,∃t*∈(s,1),s.t.tDqh1(t,s)t=t*=0,h1(s,s)≥0,h1(1,s)=
(2[α-1]q-1)+qα-1s
1-qα-1s+[α-1]q

≤0,即

h1(t*,s)≤h1(1,s)≤h1(s,s)≤2.因此

 h1(t*,s)≤ max-h1(t*,s),{ }2 . (6)
观察tDqh1(t,s)t=t*=0⇔3[α-1]q(t*-qs)(α-2)=(1-qs)(α-1)+[α-1]q(1-qs)(α-2),可知

 h1(t*,s)=1+t*- 3(t*-qs)(α-1)

3[α-1]q(t*-qs)(α-2)=
1+t*-t*-qα-1s

[α-1]q
=

  1- 1
[α-1]

æ

è
ç

ö

ø
÷

q
t*+ qα-1s

[α-1]q
+1≥

[α-1]q-1
[α-1]q

·1+qα-1·0
[α-1]q

+1=q-qα-1

1-qα-1+1.

利用上述不等式和式(6),有 h1(t,s)≤ max2,q-qα-1

qα-1-1+{ }1 .引理6证毕.

定理1 如果方程(*)有一个非平凡的连续解,那么

 ∫
1

0
(1-qs)(α-2)(1-qα-1s+[α-1]q)X(s)dqs≥ 3Γq(α)

max2,q-qα-1

qα-1-1+{ }1
.

证明 令B=C[0,1]为巴拿赫空间,并赋予范数 x ∞ =max
0≤t≤1

x(t),x∈B.根据引理5,对于任

意的t∈[0,1],有u(t)= 1
3Γq(α)∫

1

0
(1-qs)(α-2)(1-qα-1s+[α-1]q)H(t,s)X(s)u(s)dqs.再由引理6有

u ∞ ≤ u ∞

max2,q-qα-1

qα-1-1+{ }1
3Γq(α) ×∫

1

0
(1-qs)(α-2)(1-qα-1s+[α-1]q)X(s)dqs.定理1证毕.
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