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变时滞非线性微分方程零解的渐近稳定性
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摘要:利用Banach不动点定理研究了变时滞非线性微分方程.在一定的条件下,通过构造适当的压缩映射,

得到了方程在完备度量空间Sψ 上零解渐近稳定的新条件,即允许系数函数改变符号且不要求时滞有界,并通

过算例证明了本文结论的有效性.
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Abstract:ByusingBanachfixedpointtheory,thenonlineardifferentialequationwithvariabledelaysisconsid-
ered.Undercertainconditions,byconstrcutngappropriatecontractionmappings,anewconditionforasymp-
toticstabilityofzerosolutionoftheequationonacompletemetricspaceSψisobtained.Allowingcoefficient
functionstochangesignanddonotrequiretheboundednessofdelaysaregiven.Anexampleisgiventoillus-
tratethevalidityoftheconclusioninthispaper.
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0 引言

因时滞微分方程在物理学、生物学、系统工程等领域有着广泛的应用,因此一直以来受到广大研究

者的关注,并取得了一系列研究成果[1-11].如作者在文献[1-3]中,利用Banach不动点方法研究了时滞

线性微分的稳定性;A.Ardjouni在文献[4-5]中利用Banach不动点方法研究了时滞非线性微分方程的

渐近稳定性.受文献[2]和文献[5]的启发,本文研究如下变时滞非线性微分方程

 x′(t)=-∑
N

j=1
bj(t)g(x(t-τj(t)))+∑

N

j=1
cj(t)x′(t-τj(t))Q′(x(t-τj(t))) (1)

零解的渐近稳定性.其中bj∈C(R+,R);cj∈C1(R+,R);τj∈C(R+,R+);当t→∞时,t-τj(t)→∞,

j=1,2,…,N.

1 主要结果及其证明

设C(S1,S2)表示所有连续函数ϕ∶S1→S2的集合,C1(S1,S2)表示所有连续可微函数ϕ∶S1→S2
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的集合,对任意t0 ≥0,有mj(t0)=inf{t-τj(t),t≥t0},m(t0)=min{mj(t0),1≤j≤N}.
定理1 设τj 二次可微,对任意t>0,τ′j(t)≠1,且存在连续函数hj∶[m(t0),∞)→R,j=1,2,

…,N 和常数α∈(0,1).若以下条件成立:

(H1)g,Q 是局部的Lipschitz连续函数,即存在正数L1 和L2,若 x ,y <L,有:

 Q(x)-Q(y)≤L1‖x-y‖, Q(0)=0;

 g(x)-g(y)≤L2‖x-y‖,g(0)=0.

(H2)lim
t→∞
inf∫

t

0
H(s)ds>-∞.

(H3)L1∑
N

j=1

cj(t)
1-τ′j(t)+∑

N

j=1∫
t

t-τj(t)
hj(s)ds+∑

N

j=1∫
t

0
e-∫tsH(u)du hj(s-τj(s))(1-τ′j(s))[ +

  L2 bj(s)+L1 rj(s ]) ds+∑
N

j=1∫
t

0
e-∫tsH(u)du H(s)∫

s

s-τj(s)
hj(u)d( )u ds<α.

其中H(t)=∑
N

j=1
hj(t),rj(t)=

[cj(t)H(t)+c′j(t)](1-τ′j(t))+cj(t)τ″j(t)
(1-τ′j(t))2

.则方程(1)的零解渐近稳

定,当且仅当t→ ∞ 时,有

 ∫
t

0
H(s)ds→ ∞. (2)

证明  对任意t0 ≥0,设

 K=sup
t≥0
{e-∫t0H(s)ds}. (3)

对固定的ψ∈C([m(t0),t0],R),令

 Sψ = x∈C([m(t0),∞),R)∶t→ ∞,x(t)→0且x(t)=ψ(t),t∈[m(t0),t0{ }],

且其范数为 ‖x‖=max x(t):m(t0)≤t≤t{ }0 ,则Sψ 是一个完备度量空间.

将方程(1)两边同时乘以e∫
t
t0

H(s)ds,并从t0 到t积分,得

 x(t)=ψ(t0)e-∫tt0H(u)du +∑
N

j=1∫
t

t0
hj(s)x(s)e-∫tsH(u)duds-∑

N

j=1∫
t

t0
bj(s)g(x(s-τj(s)))e-∫tsH(u)duds+

  ∑
N

j=1∫
t

t0
cj(s)x′(s-τj(s))Q′(x(s-τj(s)))e-∫tsH(u)duds.

对上式进行分部积分,得

 x(t)= ψ(t0)-∑
N

j=1

cj(t0)
1-τ′j(t0)

Q(ψ(t0-τj(t0)))-∑
N

j=1∫
t0

t0-τj(t0)
hj(s)ψ(s)d

æ

è
ç

ö

ø
÷se-∫tt0H(u)du +

  ∑
N

j=1

cj(t)
1-τ′j(t)

Q(x(t-τj(t)))+∑
N

j=1∫
t

t-τj(t)
hj(s)x(s)ds+

  ∑
N

j=1∫
t

t0
e-∫tsH(u)du hj(s-τj(s))(1-τ′j(s))x(s-τj(s))-bj(s)g(x(s-τj(s)))( -

  rj(s)Q(x(s-τj(s ))))ds-∑
N

j=1∫
t

t0
e-∫tsH(u)duH(s)∫

s

s-τj(s)
hj(u)x(u)d( )u ds. (4)

将式(4)定义为算子P∶Sψ →Sψ.对任意t∈[m(t0),t0],(Px)(t)=ψ(t);当t≥t0,

 (Px)(t)= ψ(t0)-∑
N

j=1

cj(t0)
1-τ′j(t0)

Q(ψ(t0-τj(t0)))-∑
N

j=1∫
t0

t0-τj(t0)
hj(s)ψ(s)d

æ

è
ç

ö

ø
÷se-∫tt0H(u)du +

  ∑
N

j=1

cj(t)
1-τ′j(t)

Q(x(t-τj(t)))+∑
N

j=1∫
t

t-τj(t)
hj(s)x(s)ds+

  ∑
N

j=1∫
t

t0
e-∫tsH(u)du hj(s-τj(s))(1-τ′j(s))x(s-τj(s))-bj(s)g(x(s-τj(s)))( -

2
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  rj(s)Q(x(s-τj(s ))))ds-∑
N

j=1∫
t

t0
e-∫tsH(u)duH(s)∫

s

s-τj(s)
hj(u)x(u)d( )u ds∶=∑

5

i=1
Ii(t). (5)

显然,(Px)∈C([m(t0),∞),R).以下证明当t→ ∞ 时,(Px)(t)→0.由于t→ ∞ 时,x(t)→0和t-

τj(t)→∞.因此对任意ε>0,存在T1>t0,使得当s≥T1时有 x(s-τj(s))<ε,j=1,2,…,N.由

条件(H1)—(H3)和式(2)易证当t→ ∞ 时,Ii →0,i=1,2,3,4.此外,当t→ ∞,有

 I5 ≤ ∑
N

j=1∫
T1

t0
e-∫tsH(u)duH(s)∫

s

s-τj(s)
hj(u)x(u)d( )u ds +

  ∑
N

j=1∫
t

T1
e-∫tsH(u)duH(s)∫

s

s-τj(s)
hj(u)x(u)d( )u ds ≤

  sup
s≥m(t0)

x(s)∑
N

j=1∫
T1

t0
e-∫tsH(u)du H(s)∫

s

s-τj(s)
hj(u)d( )u ds+

  ε∑
N

j=1∫
t

T1
e-∫tsH(u)du H(s)∫

s

s-τj(s)
hj(u)d( )u ds.

由式(2)知,存在T2 ≥T1,使得当t≥T2 时有

 sup
s≥m(t0)

x(s)∑
N

j=1∫
T1

t0
e-∫tsH(u)du H(s)∫

s

s-τj(s)
hj(u)d( )u ds<ε.

由条件(H3)知,I5 <ε+αε<2ε.I5→0.因此,当t→∞时,(Px)(t)→0,所以有(Px)∈Sψ.以下

证明P 是压缩映射.由条件(H3)知,对任意x,y∈Sψ 以及t≥t0,有

 (Px)(t)-(Py)(t)≤ L1∑
N

j=1

cj(t)
1-τ′j(t)+∑

N

j=1∫
t

t-τj(t)
hj(s)d{ s+

  ∑
N

j=1∫
t

0
e-∫tsH(u)du hj(s-τj(s))(1-τ′j(s))+L2 bj(s)+L1 rj(s[ ]) ds+

  ∑
N

j=1∫
t

0
e-∫tsH(u)du H(s)∫

s

s-τj(s)
hj(u)d( )u d }s ‖x-y‖ ≤α‖x-y‖,

所以P 是压缩映射.再由压缩映射定理知,P 在空间Sψ 上存在唯一不动点x(t),它是方程(1)的解.且

x(t)满足:当t∈[m(t0),t0]时,x(t)=ψ(t);当t→ ∞ 时,x(t,t0,ψ)→0.
为了证明方程(1)零解的渐近稳定性,需要证明方程(1)的零解是稳定的.假设给定的任意ε>0和

δ>0(ε<δ)满足2δKe-∫t00 H(u)du +αε<ε.如果x(t)=x(t,t0,ψ)是方程(1)的解,则满足 ‖ψ‖ <δ
且x(t)=(Px)(t).

下面证明对所有的t≥t0,x(t)<ε.显然,当s∈[m(t0),t0]时,有 x(s)<ε.如果存在t* >

t0,使得x(t*)=ε,且当m(t0)≤s<t*,有 x(s)<ε.进一步由式(5)得

 x(t*)≤ ‖ψ‖ 1+L1∑
N

j=1

cj(t0)
1-τ′j(t0)+∑

N

j=1∫
t0

t0-τj(t0)
hj(s)d

æ

è
ç

ö

ø
÷se-∫t

*

t0
H(u)du +

  εL1∑
N

j=1

cj(t*)
1-τ′j(t*)+ε∑

N

j=1∫
t*

t*-τj(t
*)

hj(s)ds+

  ε∑
N

j=1∫
t*

t0
e-∫t

*

s
H(u)du hj(s-τj(s))(1-τ′j(s))+L2 bj(s)+L1 rj(s( )) ds+

  ε∑
N

j=1∫
t

t0
e-∫t

*

s
H(u)du H(s)∫

s

s-τj(s)
hj(u)d( )u ds≤2δKe-∫t00 H(u)du +αε<ε.

该结果与t* 的定义相矛盾.这说明,如果条件(H3)成立,方程(1)的零解渐近稳定.相反地,如果条件(H3)

不成立,由条件(H2)知,存在序列t{ }n 满足当n→∞时,tn→∞,存在l∈R满足lim
n→∞∫

tn

0
H(u)du=l.此

3
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时可以选取正常数J,满足对所有的n≥1有-J≤∫
tn

0
H(u)du≤J.对所有s≥0,定义F(s)如下:

 F(s)∶=∑
N

j=1
hj(s-τj(s))(1-τ′j(s))+L2 bj(s)+L1 rj(s)+ H(s)∫

s

s-τj(s)
hj(u)d( )[ ]u .

由条件(H3)知∫
tn

0
e -∫tns H(u)duF(s)ds≤α,即∫

tn

0
e∫

s
0
H(u)duF(s)ds≤αe∫

tn
0

H(u)du ≤eJ,这 表 明 序 列

∫
tn

0
e∫

s
0
H(u)duF(s)d{ }s 有界,因 此∫

tn

0
e∫

s
0
H(u)duF(s)d{ }s 存 在 收 敛 子 序 列.假 设 存 在 γ ∈R+,使 得

lim
n→∞∫

tn

0
e∫

s
0
H(u)duF(s)ds=γ.选取一足够大的正整数m,使得对所有的n≥m,有∫

tn

tm
e∫

s
0
H(u)duF(s)ds<δ0

4K
,其

中K=sup
t≥0
{e-∫t0H(s)ds},δ0 >0满足2δ0KeJ +α≤1.

以下考虑方程(1)的解x(t)=x(t,tm,ψ)满足ψ(tm)=δ0和当s≤tm 时,ψ(s)≤δ0.对所有t≥tm,

有 x(t)≤1.选取适当的ψ使得

 ψ(tm)-∑
N

j=1

cj(tm)
1-τ′j(tm)

Q(ψ(tm -τj(tm)))+∫
tm

tm-τj(tm)
hj(s)ψ(s)d

é

ë
êê

ù

û
úús ≥ 12δ0.

由式(5)和x(t)=(Px)(t)知,对所有的n≥m,有

 x(tn)-∑
N

j=1

cj(tn)
1-τ′j(tn)

Q(ψ(tn -τj(tm)))+∫
tn

tn-τj(tn)
hj(s)ψ(s)d

é

ë
êê

ù

û
úús ≥

  12δ0e
-∫tntmH(u)du -∫

tn

tm
e-∫tns H(u)duF(s)ds=e-∫tntmH(u)du 1

2δ0-e
-∫tm0 H(u)du∫

tn

tm
e∫

s
0
H(u)duF(s)dæ

è
ç

ö

ø
÷s ≥

  e-∫tntmH(u)du 1
2δ0-K∫

tn

tm
e∫

s
0
H(u)duF(s)dæ

è
ç

ö

ø
÷s ≥ 14δ0e

-∫tntmH(u)du ≥ 14δ0e
-2J >0. (6)

另外,若方程(1)的零解渐近稳定,则当t→∞时,x(t)=x(t,tm,ψ)→0.因为当n→∞,tn-τj(tn)→∞.
由条件(H3)知,当n→ ∞ 时,有

 x(tn)-∑
N

j=1

cj(tn)
1-τ′j(tn)

Q(x(tn -τj(tn)))+∫
tn

tn-τj(tn)
hj(s)x(s)dé

ë
êê

ù

û
úús →0.

该结果与式(6)相矛盾.所以式(2)是方程(1)零解渐近稳定的充要条件.证毕.

2 算例

例1 考虑以下变时滞非线性微分方程:

 x′(t)=-∑
2

j=1
bj(t)g(x(t-τj(t)))+∑

2

j=1
cj(t)x′(t-τj(t))Q′(x(t-τj(t))). (7)

其中τ1(t)=0.05t,τ2(t)=0.08t,b1(t)= 1
1+0.95t

,b2(t)= 1
1+0.92t

,c1(t)=0.03,c2(t)=0.01,

Q(x)=0.52(1-sinx),g(x)=0.002cosx.

证明  选取h1(t)=0.621+t
,h2(t)=0.581+t

,由定理1可得H(t)=1.21+t
,L1=0.052,L2=0.002.进

一步计算可得:

 L1∑
2

j=1

cj(t)
1-τj(t)=0.0520.030.95+0.010.

æ

è
ç

ö

ø
÷

92 <0.0023,

 ∑
2

j=1∫
t

t-τj(t)
hj(s)ds=∫

t

0.95t

0.62
1+sds+∫

t

0.92t

0.58
1+sds=0.62ln 1+t

1+0.95t+0.58ln 1+t
1+0.92t<0.081

,

 ∑
2

j=1∫
t

0
e-∫tsH(u)du H(s)∫

s

s-τj(s)
hj(u)d( )u ds<∫

t

0
e-∫ts1.21+udu 1.2

1+s×0.081ds<0.081,

4
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 ∑
2

j=1∫
t

0
e-∫tsH(u)du hj(s-τj(s))(1-τ′j(s))+L2 bj(s)+L1 rj(s[ ]) ds=

  ∫
t

0
e-∫ts1.21+udu 0.62×0.95

1+0.95s + 0.002
1+0.95s+0.520.03×1.26

0.95(1+s
é

ë
êê

ù

û
úú)ds+

  ∫
t

0
e-∫ts1.21+udu 0.38×0.92

1+0.92s + 0.002
1+0.92s+0.520.01×0.26

0.92(1+s
é

ë
êê

ù

û
úú)ds<

  ∫
t

0
e-∫ts1.21+udu1.2×0.8354

1+s ds<0.8354.

因此,定理1中的α=0.0023+0.081+0.081+0.8354=0.9997<1,进而由定理1知方程(7)的零解

是渐近稳定的.
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