
第44卷 第4期
2018年12月

延 边 大 学 学 报(自然科学版)
JournalofYanbianUniversity(NaturalScience)

Vol.44No.4
Dec.2018

收稿日期:2018 10 26     基金项目:国家自然科学基金资助项目(11761073)

*通信作者:陶元红(1973—),女,教授,研究方向为函数论.

文章编号:1004-4353(2018)04-0340-04

复多值函数积分问题的探讨
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(延边大学 理学院,吉林 延吉133002)

摘要:以教材中的习题为例,探讨了复变函数中多值函数的积分计算问题.首先利用留数定理给出了例题1
的解法1;然后在割破平面确定单值解析分支的基础上,使用牛顿莱布尼兹公式给出了例题1的解法2,并分

析了影响解法1和解法2结果的因素;最后,通过构建新的辅助函数计算了涅尔积分例题,从而推广了实积分

的计算方法.
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Abstract:Takinganexerciseintextbooksasanexample,thispaperdiscussestheintegralcalculationofmulti-
valuedfunctionswithcomplexvariables.Firstly,thesolution1ofexample1isgivenbyresiduetheorem;sec-
ondly,thesolution2ofexample1isgivenbyusingNewtonLeibnizformulaonthebasisofcuttingtheplane
todeterminethesingle-valuedanalyticbranch,andthefactorsaffectingtheresultsofsolution1andsolution2
areanalyzed;finally,theexampleofNellintegraliscalculatedbyconstructinganewauxiliaryfunction,thus
thecalculationmethodofrealintegralisextended.
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  多值函数是复变函数研究中的一个重要内容.在复变函数的教学研究中,学者们对多值函数的单值

分支确定问题和单值复函数的积分问题进行了较多的研究[1-11],但对多值复函数的积分计算问题研究

得较少.本文利用复积分的两种常用计算方法(留数定理和牛顿莱布尼兹公式)计算一道教材中的积分

习题,分析影响多值函数积分计算结果的因素,并给出多值函数积分计算和应用的例子.

1 例题1的不同解法及其结果

例1[12] 计算积分∫
π

0
tan(θ+ia)dθ(a为实数,且a≠0).

解法1 利用柯西留数定理求解.由于tan(θ+ia)=1i
·e

i(θ+ia)-e-i(θ+ia)

ei(θ+ia)+e-i(θ+ia)=
1
i
·e

2i(θ+ia)-1
e2i(θ+ia)+1

,作变量

代换z=e2i(θ+ia),则dz=e2i(θ+ia)·2idθ,dθ=dz2iz.显然,上述变换将变量θ在[0,π]上的变化转换为变量

z沿圆周C:z = e2i(θ+ia) =e-2a 逆时针旋转一周.于是有

 ∫
π

0
tan(θ+ia)dθ=1i

·∫C

z-1
z+1

·dz
2iz=-12∫C

z-1
z(z+1)

dz.
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由于积分变量在圆周C上变化,因此需考虑圆C的半径e-2a 的取值.下面分两种情况进行讨论:

i)当a>0时,圆C的半径e-2a<1,则在C内被积函数f(z)= z-1
z(z+1)

仅有1个一级极点z=0.

由柯西留数定理可得∫
π

0
tan(θ+ia)dθ=-12Resz=0

f(z)=-πi(-1)=πi.

ii)当a<0时,圆C的半径e-2a>1,则在C内被积函数f(z)= z-1
z(z+1)

有2个一级极点:z=0和

z=-1.由柯西留数定理可得

 ∫
π

0
tan(θ+ia)dθ=-12

·2πi·[Res
z=0

f(z)+Res
z= -1

f(z)]=-πi(-1+2)=-πi.

解法2 利用牛顿莱布尼兹公式求解.显然,∫
π

0
tan(θ+ia)dθ=∫

π

0
tan(θ+ia)d(θ+ia).作变量代换

z=θ+ia,则I=∫
π

0
tan(θ+ia)dθ=∫

π+ia

ia
tanzdz=-∫

π+ia

ia

d(cosz)
cosz = -ln(cosz)π+ia

ia =ln(cosia)-

ln(cos(π+ia)).又因为cosia=e
i(ia)+e-i(ia)

2 =e
a +e-a

2 >0,所以

 I=ln(cosia)-ln(-cosia)=lncosia +2kπi-ln -cosia ±iπ-2kπi=±iπ,

  k=0,±1,±2,….
由以上解题过程可知,解法2虽然得到了与解法1相同的结果,但不能确定在什么条件下取iπ或

-iπ,因此需要作进一步讨论.
在解法2中,虽然通过求解原函数之后,利用牛顿莱布尼兹公式计算了该积分,但是能使用牛顿莱

布尼兹公式的前提条件是该函数在单连通区域内单值解析;而对数函数是多值函数,因此需要先割破平

面,将对数函数划分单值解析分支之后才能使用牛顿莱布尼兹公式.为此,不妨设ω=f(z)=cosz,z1=

ia,z2=π+ia,则 f(z1)= f(z2)=e
a +e-a

2 .首先考察ω平面上变量的变化路径情况,如图1所示.

在ω平面上沿原点到∞割破正实轴,则在此割破了的平面上对数函数lnf(z)可以被划分出单值解析分

支.在已给单值分支lnf(z)的情况下,有如下结果:

 lnf(z2)=lnf(z2)+iargf(z2)=lnf(z2)+iargf(z2)-argf(z1)+argf(z1[ ]),

即lnf(z2)=lnf(z2)+iargf(z2)=lnf(z2)+iΔCargf(z)+iargf(z1),其中C是ω 平面上的一条

联结起点f(z1)与终点f(z2)且不穿过支割线的简单曲线.因为lnf(z1)=lnf(z1)+iargf(z1),所以

所求积分值I=lnf(z1)-lnf(z2)=lnf(z1)
f(z2)-iΔCargf(z)=-iΔCargf(z).由此可知,该积分值I与

给定的对数函数的单值分支无关,仅与ω 平面上f(z)的积分路径有关.f(z)在ω平面上有C1 和C2 两

种积分路径(见图1).当选取积分路径C1 时,积分值I=iπ;当选取积分路径C2 时,积分值I=-iπ.
在什么情况下选取C1 和C2 路径呢? 首先考察积分变量z在z 平面上的路径变化问题,然后明确

ω=f(z)在ω 平面上积分路径的选取,如图2所示.当积分变量z沿直线变化时,即z∶ia→ π2+ia→

图1 ω 平面上变量的变化路径 图2 z平面上变量的变化路径
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π+ia,则有cos(π2+ia)=e
i(π2+ia)+e-i(π2+ia)

2 =i
(e-a -ea)
2 .因此,当a>0时,e

-a -ea
2 <0,此时选取积

分路径C2;当a<0时,e
-a -ea
2 >0,此时选取积分路径C1.

通过上述分析可得∫
π

0
tan(θ+ia)dθ=

πi,a>0;

-πi,a<0{ .
解法2得到了与解法1相同的结论.

2 两种影响复积分计算结果的因素

在上述两种解题方法中,解法1相对简单一些.但在原函数易求且单值解析分支易划分的情况下,
解法2也不失为一种简便的方法,如例2.

例2 计算积分∫
1+i

1-i

dz
z-1

.

解  被积函数f(z)= 1
z-1

是多值函数,z=1,z=∞ 为支点.从z=1到z=∞ 沿正实轴割破

平面后可得到单值解析分支,因此由牛顿莱布尼兹公式可得I=∫
1+i

1-i

dz
z-1

=2 z-1
1+i
1-i.由于f(z)的

原函数2 z-1仍为多值函数,在代入上下限计算时需要考虑对应的单值分支.下面取f(z)的如下分

支进行讨论:

1)规定arg(z-1) 上岸 =0,则此时0≤arg(z-1)≤2π.在此单值分支上有arg(z-1)z=1-i=3π2
,

arg(z-1)z=1+i=π2
,故I=2(ei

π
4 -ei

3π
4)=22.

2)规定arg(z-1) 上岸 =2π,则有I=2(ei
5π
4 -ei

7π
4)=-22.

上述两个例题均利用牛顿莱布尼兹公式进行了计算,而使用该公式的前提是必须保证被积函数在

积分区域内单值解析.因此,在复多值函数积分计算问题中,需要考虑以下两方面因素:一是要明确划分

出单值解析分支,二是要注意积分路径.这两个因素紧密相关,因为积分路径要避开多值函数的支点,且
不能穿过多值函数的支割线.

根据以上分析结果,本文利用复多值函数计算菲涅尔积分(例3).首先给出如下两个引理:
引理1[12](小圆弧引理) 设f(z)沿圆弧Sr∶z-a=reiθ(θ1 ≤θ≤θ2,r充分小)上连续,且

lim
r→0
(z-a)f(z)=λ于Sr 上一致成立,则有lim

r→0∫Sr
f(z)dz=i(θ2-θ1)λ.

引理2 设函数g(z)沿半圆周ΓR∶z=Reiθ(0≤θ≤π2
,R充分大)上连续,且lim

R→∞
g(z)=0在ΓR

上一致成立,则lim
R→∞∫ΓR

g(z)eimzdz=0(m>0).

证明  将教材[12]中Jordan引理证明过程中的角度改为0≤θ≤ π2
即可得证.

例3 利用泊松积分∫
+∞

0
e-x2dx= π

2
,计算菲涅尔积分∫

+∞

0
cosx2dx 与∫

+∞

0
sinx2dx.

解 教材[12]中给出了一种通过选取辅助函数f(z)=e-z2 计算例3的方法,本文则通过构造不同的

辅助函数来计算例3.

作变量代换x2=t,dt=2xdx,则有∫
+∞

0
cosx2dx=∫

+∞

0

cost
2t
dt;∫

+∞

0
sinx2dx=∫

+∞

0

sint
2t
dt.构造辅助

函数f(z)=e
iz

z
,并取如图3所示的积分路径.在原点处做一个半径为r的小圆弧Cr,并从z=0到z=∞
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沿负实轴割破z平面.该方法可以避开f(z)的支点,从而保证辅助函数f(z)在积分路径围成的区域内

单值解析.

 图3 辅助函数的积分路径

考虑对应的单值分支,规定 z沿正实轴取正值,则argz=0
(z∈R+).根据柯西积分定理有

0=∫C

eiz

z
dz=∫

R

r

eix

x
dx+∫C-

r

eiz

z
dz+i∫

r

R

e-y

yi
dy+∫CR

eiz

z
dz,

(1)

其中 yi= yei
π
4 为所取适合条件的分支,在[r,R]上 z= x

(x>0).
下面根据不同路径分别讨论积分的值:

1)由于lim
r→0

z·eiz

z
=0,应用引理1,得lim

r→0∫Cr
f(z)dz=0.

2)在CR 上,应用引理2,得lim
R→∞∫CR

f(z)dz=0.

3)当r→0,R → ∞ 时,i∫
0

+∞

e-y

yi
dy=-∫

+∞

0

ie-y

yei
π
4
dy=-22i1+i∫

+∞

0
e-t2dt=- π

2 +i πæ

è
ç

ö

ø
÷

2

(y=t2),则式(1)变为∫
+∞

0

eix

x
dx=∫

+∞

0

cosx
x
dx+i∫

+∞

0

sinx
x
dx= π

2 +i π
2.比较该式子的实部和虚

部,可得∫
+∞

0

cosx
x
dx=∫

+∞

0

sinx
x
dx= π

2.因此,菲涅尔积分的值为

 I=∫
+∞

0
cosx2dx=∫

+∞

0

cost
2t
dt=∫

+∞

0

sint
2t
dt=12

π
2.

3 结论

本文通过讨论复多值函数积分的计算方法,得到了积分例题1的两种正确解法,并归纳了两种影响

复积分计算结果的因素.另外,本文通过构造新的辅助函数,选取恰当的积分区域,给出了一种新的菲涅

耳积分算法.本文结果为多值函数积分问题的计算提供了一种新的思路,今后我们将通过更多的例题进

一步验证和改善本文方法.
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